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1. 求 2222
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2. 若 x為非零實數，且
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+ 為整數。試證對任意自然數，
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【參考證明】 
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且由 11
22 −=⇒=+ mxxmxx 可以得到遞迴關係式 
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3. (a) 證明對所有自然數 n， 1!)1(!!22!11 −+=⋅++⋅+⋅ nnn� 。 

(b) 若 A是整數且 1!)1(0 −+≤≤ nA ，證明可以找到 n個自然數 naa ,,
1
� 滿足 

    kak ≤≤0 ，並使得 !!11 naaA n ⋅++⋅= � 。 

(c) 試證(b)中的表現式是唯一的。 

【參考證明】 
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(b) 

若 !111 ⋅==A  

假設 1!)1(0 −+≤≤ nA 都可以找到這樣的 naa ,,
1
� ； 
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那麼 1!)1(0 −+≤≤ nB ，由假設存在一組 nbb ,,1 � 使得 !!11 nbbB n ⋅++⋅= � ， 
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11
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由數學歸納法得到命題成立。 

(c) 

若 !!1!!1 11 nbbnaaA nn ⋅++⋅=⋅++⋅= �� ，且滿足 kak ≤≤0 與 kbk ≤≤0 ， 

那麼 1!!)1(!1
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考慮將 A除以 !n 的商可得 nn ba = 。 

接著就有 !)1(!1!)1(!1
1111

−⋅++⋅=−⋅++⋅ −− nbbnaa nn �� ， 

同上方法可得 11 −− = nn ba 。 

如此繼續，就可以得到 kk ba = ， nk ,,2,1 �= ，故其表示方法唯一。 

 

4. 若 nxx ,,
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� 是 n個非零實數，使得 2
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【參考證明】 
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針對某特定項 mx 作整理，將右式中含有 mx 的留下，其他移至左邊，會有 
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然後左式進行配方，因為每個 kx 都出現 n-2次，所以得到 
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5. 在三角形 ABC中，設 BCa = 、 CAb = 以及 ABc = ，記 α=∠A 、 β=∠B 以

及 γ=∠C ，並假設三角形 ABC的面積為 S。 

(a) 將 2a 用 2
)( cb − 、 S 和 )2/tan(α 表示。 

(b) 證明 222222
)()()(34 accbbaScba −+−+−+≥++ 。 

【參考解答】 
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6. 假設
321 ,, xxx 是平面上三個單位向量，並且假設它們不在相同的半平面。試

證 1
321

≤++ xxx 。 

【參考證明】 

假設 α、β、γ分別是
21, xx 、
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, xx 、
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, xx 之間的夾角，因為它們不在相同

的半平面，所以有 πγβα << ,,0 且 πγβα 2=++ 。 
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所以 1
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7. ABCD是平面 P上的一個平行四邊形，證明可以在空間中找到一個正方形

DCBA ′′′′ ，使得 DCBA ′′′′ ,,, 在平面 P上的投影點分別為 A,B,C,D。 

【參考證明】 

不失一般性假設 P是 xy平面，並假設各點坐標 )0,,(),0,0,(),0,0,0( cbDaBA ， 

那麼 )0,,( cbaC + 。 

取 )0,0,0(AA =′ ， 

再假設 ),0,(' paB ， ),,( qcbD′ ，並且要求 DABA ′′=′′ 以及 °=′′′∠ 90BAD ， 
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重新整理成
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這表示 2
p 和 2

q− 是方程式 0)(
222222 =−−+− baxacbx 的兩根， 

判別式 442222
4)( baacb +−+ 顯然為正，且兩根積為負，故知此方程式有一

正根與一負根，正好給 2
p 和 2

q− ，所以可以找到兩組 ),( qp 的實數解。 

此時再令C ′為 ),,( qpcba ++ ，那麼 DCBA ′′′′ 為平行四邊形、兩鄰邊相等、

一內角為直角，於是就是正方形；並且 A,B,C,D分別是 DCBA ′′′′ ,,, 在 xy平

面的投影點，就滿足題目的所有要求。 
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故 nn aa 2
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也就有 n

na 2= 。 


