
舊的塗色問題，新的計算方法 
◎羅驥韡／台北市立陽明高中 

塗色問題 

    在高中「排列組合」的課程範圍中，有一類常出現的問題就是「塗色問題」。 

 

例如： 

在右圖中，如果我們利用 5 種不同的顏色來塗，然後規定「相鄰的區域不能塗 

同樣的顏色」，那麼總共有幾種不同的塗法？ 

 

 

    一般，如果我們用傳統的方式來分析此題，可能會這樣解題：首先，先將 

四個區域分成 ABCD 四區（如圖）。再來，因為 A 區與 C 區不相鄰，所以可能 

同色也可能不同色，因此，我們分成兩個狀況來討論： 

 

 A 與 C 同色： 

假設我們從 A、C 開始塗色，因為我們有 5 種不同的顏色可以塗，所 

    以剛開始有 5 種選擇。再來塗 B，因為 AC 已經用掉一種顏色，所以 

    B 有 4 種顏色可以選。最後塗 D，因為 D 只要與 AC 不同即可，所以 

    D 還有 4 種顏色可以塗。所以總結，A 與 C 同色這種情況共有： 

    80445 =×× 種不同的塗法。 

 

 A 與 C 不同色： 

如果還是從 A 開始，那麼 A 有 5 種顏色可以選。C 因為與 A 不同， 

    所以只有 4 種選擇。B 又分別與 A、C 相鄰，所以選擇數只剩下 3 種。 

    同樣道理，D 也只有 3 種顏色可以選。因此，這種情況共有： 

    1803345 =××× 種不同的塗法。 

 

綜合以上兩種情況，這個塗色問題共有： 26018080 =+ 種不同的塗法。 

 

 

    這樣的分析方法固然沒什麼不對，但是如果原來的問題是要將 5 種 

不同的顏色塗在如右圖的圖中呢？那麼我們又要分成多少種不同的狀況來 

討論呢？或者，如果我們的圖形又遠比右圖還複雜呢？這時，這樣的分析 

方法難道不會陷入雜亂無章的窘境嗎？ 

    因此，在這裡我要介紹一種分析方法，不但可以對付任何種類的圖形，我們甚至可以設計

出電腦可以計算的程式，讓電腦可以直接算出答案來，省下我們不少的手算時間。 
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新的思考模式 

    如下圖，我們可以將原來的圖變成另一個圖。首先，不同的區域，我們用一個圈圈來代表；

其次，相鄰的區域，我們用一條線連起來，表示它們彼此相鄰。利用這樣新的表示方法，我們

就可以將原來的圖轉換成新的圖。 

 

下圖再舉一個例子。 

 

    接下來，我們來討論這樣的轉變，可以帶來什麼樣的新算法。 

    前面看到，相鄰的區域顏色不能相同，所以換句話說，有線連在一起的區域，顏色不能相

同。但現在請考慮以下的想法：假設我們有 5 種顏色可以用，然後要計算下面「圖一」有幾種

不同的塗法。如果我們將「圖二」中的某個連接線去掉，變成「圖三」的樣子，那麼「圖一」

與「圖三」的塗法總數有什麼差別？ 

 

「圖一」中，A 與 D 相連，所以顏色不同；「圖三」中，我們將 A 與 D 中間的連接線去掉，因

此表示它們「不相鄰」，所以顏色可以相同（當然也可以不相同）。綜合以上的觀察，我們知道

「圖三」的塗法總數會比「圖一」還多，因為「圖三」的 A 與 D 顏色可以一樣，而這些塗法（A
與 D 一樣）正是「圖三」比「圖一」多出來的東西，所以我們要扣掉它們。現在我們來好好研

究一下這些「多出來的東西」。 

    當A 與D 顏色相同時，我們可以讓A 與D「合體」， 

只留下 D，然後將原來與 A 相連的連接線轉移給 D 
（請看右圖）。這樣產生的新圖形，它的塗色方法就會 

跟「A 與 D 同色」時的塗色方法一樣多。 
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    為什麼會這樣呢？假設我們在還沒刪掉 A 之前，塗了某些顏色到 A、B、C、D 四區（其中

A、D 同色），並且符合「有連接線的兩區不同色」的原則。現在，如果我們刪掉 A，然後將原

來與 A 相連的連接線轉移給 D，這樣一來，本來與 A 不同色的區域就必須與 D 不同色，但這

樣的作法並不會造成任何矛盾，因為 A 與 D 同色，所以與 A 不同色的區域自然就會與 D 不同

色，因此原來的塗法也可以用在新的圖形上面，完全不會造成任何問題。另一方面，讓我們反

過來看，如果我們塗了某些顏色到新的圖形上面，同樣也是在符合「有連接線的兩區不同色」

的原則下，那麼我們會發現，這樣的塗法也可以用在原來的圖形上（其中 A、D 同色），同樣不

會產生任何問題。 

    綜合以上的討論，我們得到一個重要的結果：「A、D 
同色」的塗法剛好等於「新圖形」的塗法。我們用右圖來 

表達這樣的現象：其中，A 與 D 之間，我們用一個「雙鍵」 

來代表「A、D 同色」；兩圖之間，我們放了一個「等號」， 

表示兩圖的塗色方法數是一樣的。 

 

牛刀小試 

  好了！介紹完一些我們所要使用的小發明，讓我們開始來計算原來的問題： 

 

1. 利用 m 種不同的顏色來塗右圖，相鄰不同色，則有幾種塗法？ 

 

   

 
＝ 

 
將原來的圖轉換為新的圖 

 ＝ 
 

去掉 A、D 間的連線，並扣除

多出來的塗法 

 ＝ 
 

當 A、D 同色時，可刪掉 A，
並將 A 的連線轉移給 D 

 ＝ 
 

去掉 B、C 間的連線，並扣除

多出來的塗法 

 ＝ 
 

當 B、C 同色時，可刪掉 B，
並將 B 的連線轉移給 C 

 ＝ 
 
去除括號 

 ＝ )1()1()1( 23 −+−−− mmmmmm   

 ＝ )1()1( 4 −+− mm   
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    當 5=m 時， 260425644)1()1( 44 =+=+=−+− mm ，而這個答案我們在前面也曾經利

用傳統的方式計算過一次。 

 

 

2. 利用 m 種不同的顏色來塗右圖，相鄰不同色，則有幾種塗法？ 

   

 
＝ 

 
換成新圖形 

 ＝ 
 

打斷 E、F 連線，

並合併 E、F，然

後扣除之 

 ＝ 
 

打斷 D、E 連線，

並合併 D、E，然

後扣除之 

 ＝ 
 

去掉括號 

 ＝ 4 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1m m m m   − + − − − − +     

至於為什麼最後

可以這樣計算，請

繼續看後面的公

式推導 

 

公式推導 

在以下的討論中，我們都假設我們有 m 種顏色可用。 

 

        1. 
   如果每個區域都各自獨立，彼此並不相鄰，就像右圖一般，那麼每個 

   區域都有 m 色可用，所以如果有 3 個獨立區域，就會有 3m 種塗色方 

   法。一般而言，如果有 k 個獨立區域，就有 km 種塗色方法。 

 

 

 

 

        2.  
   假設某個圖形原來有 a 種塗色的方法。如果在這個 

   圖形外面再連接一個區域（如右圖），那麼新形成 

   的圖形有 a(m－1)種塗色方法。 
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    為什麼會這樣呢？因為圖中新增的區域 A 只要跟它所連接的區域不同色即可，因此區域 A
還有 ( 1)m − 種顏色可以用，所以原有的圖形有 a 種塗色方法，再乘上區域 A 的 ( 1)m − 種顏色，

便會產生 ( 1)a m − 種塗色方法。 

 

    到這裡，我們回頭來說明一下，之前我們是如何計算出下面的圖形的。 

 

 
在前面，我們已經算過左圖的塗色方法有 )1()1( 4 −+− mm 種。 

 
現在這個圖長了一根毛（E），所以根據「定理 2」，塗色方法變

成 [ ] )1()1()1( 4 −⋅−+− mmm 種。 

 
這個圖又多長了一根毛，所以還是根據「定理 2」，塗色方法有

[ ] )1()1()1()1( 4 −⋅−⋅−+− mmmm 種。 

所以這也就是為什麼 

 
＝ 4 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1m m m m   − + − − − − +     

的道理了！ 

 

從上面的許多計算中，可以清楚的看到 ( 1)m − 這個數字一直出現，所以在後面的討論中， 

      為了讓計算式看起來比較簡潔，我們在此設定： 1n m= − 。 

    如果一個圖形長成類似下圖一樣的長鏈式的圖形，那麼它會有幾種塗法呢？ 

 

    如果剛開始只有一個區域，當然我們會有 m 種顏色可以塗，或者寫成 ( 1)n + 種。如果我們

在這個區域後面接上另一個區域，那麼透過「定理 2」可知，原來的塗法總數必須再乘上 ( 1)m − ，

也就是再乘上 n，因此塗法總數會變成 nn )1( + 。同樣的道理，如果我們繼續在後面又接一個區 

域，當然又要再乘上 n，因此塗法總數又會變成 2)1( nn + 。這個過程可以一直持續下去，所以 

我們將它整理成一個定理。 

 

       3.（鏈狀圖形） 
  如果有 k 個區域（ 1≥k ）串成一長鏈（如下圖），則它的塗法總數為 1−+ kk nn 種。 
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    現在我們來考慮另一種圖形：環狀圖形。 

 
＝ 

 

我們將原來的圖形拆解成兩個鏈狀圖形，所以我

們知道 3 個區域的環狀圖形可以利用 

nnnnnn −=+−+ 31223 )()( 來計算。 

 
＝ 

 

4 個區域的環狀圖形可以拆解成一個鏈狀，再扣掉

一個環狀，所以塗法總數為： 

nnnnnn +=−−+ 4334 )()(  

 

＝ 

 

5 個區域的環狀圖形也是拆解成一個鏈狀，再扣掉

一個環狀，所以塗法總數為： 

nnnnnn −=+−+ 5445 )()(  

 
 
    從以上的討論，我們可以整理出一個有關環狀圖形的算法： 

 4.（環狀圖形） 

  如果 k 個區域（ 3≥k ）圍成一個環狀，則塗法總數為 

             nn kk )1(−+  

     

    接下來，我們來討論一種新的情況：如果從原來的圖形「長出」一些新的結構，那

麼塗色的方法又會如何改變。 

在以下的討論中，我們將原來的圖形用右圖的樣子來表示，並將它 

原來的塗色方法數設為 a。 

 
＝ 

 

利用等號右邊的算法與「定理 2」
來計算，得塗法數為： 

)1(2 −=− nananan 種 

 
＝ 

 

利用同樣的推理方式，可推得塗法

有： 

)1()1( 23 +−=−− nnannanan 種 

 

＝ 

 

同理，這個環狀結構的塗法總共

有： 
4 2

3 2

( 1)
( 1)

an an n n
an n n n
− − +

= − + −
 

 

 

由於以上的觀察，我們可以歸納出一個公式。 
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5. 
  假設一個圖形原有 a 種塗法。如果從這個圖形的某個節點 A 多長出 

k 個節點並以環狀的方式連回 A 點，那麼這個新形成的圖形會有 

( )1321 )1( −−−− −+−+− kkkk nnnan 3  

種塗色的方法。 

 

再來，我們來看看另一種「出芽」的情形。 

假設我們從原來圖形中的某個節點長出一個環狀結構，但並不是連回同一個節點，而是連

回它隔壁的節點，這時塗法總數又會如何變化呢？請看以下的分析。 

 

 
＝ 

 

把節點 B 和節點 1 拆開，並扣掉節點 B
和節點 1 合併的情形，可得： 

)1( −=− naaan 種塗法 

 
＝ 

 

把節點 B 和節點 2 拆開，並扣掉節點 B
和節點 2 合併的情形，可得： 

)1()1( 22 +−=−− nnanaan 種 

 
＝ 

 

同理，這個圖形的塗法有： 

)1()1( 2323 −+−=+−− nnnannaan  

 

    統整以上的經驗，我們可得以下的公式： 

 

     6. 
  假設一個圖形原有 a 種塗法。如果從這個圖形的某個節點 A 多長出 

  k 個節點並以環狀的方式連回隔壁的 B 點，那麼這個新形成的圖形 

  會有 

                  ( )kkkk nnna )1(21 −+−+− −− 3  

  種塗色的方法。 

 
     
    跟定理 5 一樣，這個公式也可以利用「等比級數」的公式來整理： 

 

( ) ( )
1 1

1 2 1 1( 1)( 1) ( 1)
1

k k
k k k k k kn aa n n n a n

n m

+ +
− − + +− −

− + − + − = ⋅ = − −
+

3  

 

 

    好了！發展了一堆公式，現在是好好試試身手的時候了。 
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    我們之前曾經花了很多力氣來計算右圖的塗法。現在讓我們來看看 

利用公式如何計算： 

     
    利用「定理 4」，我們知道： 

 
＝ nn 44 )1(−+  ＝ nn +4  

假設 nna += 4 ，利用「定理 6」，我們知道： 

 
＝ ( )12 +− nna  ＝ ( )( )124 +−+ nnnn  

當然，這個圖形我們也可以用下面的推理方式來計算： 

 

 

計算程式 

    有時，當圖形過於複雜，利用公式來計算還是太費時了，這時我們就不得不借助電腦的幫

忙了。以下我們提供一個 Mathematica 的計算程式，來協助我們計算複雜的圖形： 

 

程      式      碼 解        說 

f[k_,m_,{}]:= mk; 
k：代表圖中有個 k 節點。 

m：代表有 m 種顏色可以用。 

{}：空「集合」代表目前的節點都是獨立

的，這也就是「定理 1」的情況。 

f[k_,m_,s_]:= Module[{s1,s2,node1,node2}, 

 

node1 = s[[1]][[1]]; 

node2 = s[[1]][[2]]; 

s1 = Delete[s,1]; 

s2 = Union[s1/.node1->node2]; 

 

f[k,m,s1]–f[k-1,m,s2] 

];  

s：表示節點之間的連結集合。 

node1：表示第一個連結的第一個節點。 

node2：表示第一個連結的第二個節點。 

s1：表示刪掉 s的第一個連結後的集合。 

s2：表示 s1中，如果有 node1那就把它換

成 node2。 
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    這個程式的算法，其實說穿了，就是我們在「新的思考模式」那個段落所說明的計算方式。

下圖進一步解說了此程式的執行方式： 

 

 

 

    下面我們來看一個實際的執行範例： 

In[1]: s={{1,2},{1,4},{2,3},{2,5},{3,6},{4,5},{4,7},{5,6},{5,8},{6,9},{7,8},{8,9}}; 

In[2]: f[9,5,s] 

Out[2]: 142820 

右圖有 9 個節點，由電腦執行的結果得知，如果我們用 5 種顏色來塗， 

相鄰不同色，則會有 142820 種塗法。 

 

    透過這樣的分析方法，不管多麼複雜的圖形，不管用多少種顏色，我們都可以將所有的塗

色方法數計算出來，甚至我們可以將這樣的算法寫成電腦程式，讓電腦幫我們計算所有複雜的

過程，這樣一來，面對「塗色問題」，我們就可以完全高枕無憂了。 
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