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� � 点到直线距离公式是一个很重要的公式, 然而
很多老师和学生更多的只是重视它的应用, 而对于

公式本身的证明却未引起足够的重视, 尽管教材中

提示大家 �请研究一下如何用其他方法推导点到直
线的距离公式 �, 但依然不能引起广大师生的足够

重视, 笔者以为: 对于一个公式的推导比运用这个公

式来解决一些问题对我们的思维来讲更具有价值.

下面笔者从不同角度来思考点到直线的距离问题,

得到多种用高中数学知识推导点到直线的距离公式

的方法,供各位同仁参考.

已知点 P (x0, y0 ),直线 l: Ax + B y + C = 0(A、B

均不为 0),求点 P到直线 l的距离. (因为特殊直线

很容易求距离,这里只讨论一般直线 )

1� 用定义法推导点到直线的距离公式

图 1

如图 1,点 P到直线 l的距离

是点 P到直线 l的垂线段的长,过

点 P做直线 l的垂线为 l�,垂足为

Q, 由 l� l�可知 l�的斜率为 B
A
.

所以 l�的方程: y- y0 =
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.

2� 用设而不求法推导点到直线的距离公式

图 2

如图 2, 过已知点 P (x 0, y0 )

作已知直线 l: Ax+ By + C = 0的

垂线,设垂足为 Q ( x, y ),则

y - y0

x - x0
(-

A
B
) = - 1

Ax - B y + C = 0

, 化简

得
A ( y - y0 ) - B ( x - x0 ) = 0

A ( x - x0 ) + B ( y - y0 ) = - (Ax0 + By0 + C )

把上面两式相加得: (A
2
+ B

2
) [ ( x - x0 )

2
+ ( y

- y 0 )
2
] = (Ax 0 + By0 + C )

2
,

所 以 d = ( x - x0 )
2
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2
=
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A
2
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2
.

3� 用目标函数法推导点到直线的距离公式

点 P ( x0, y0 )到直线 l: Ax + By + C = 0上任意

一点的距离的最小值就是点P到直线 l的距离. 在 l

上取任意点M (x, y ), 由两点的距离公式有 | PM |
2

= (x - x0 )
2
+ ( y - y0 )

2
. 为了利用条件 Ax + By +

C = 0, 将上式变形一下,配凑系数处理得:
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2
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A
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2
.

当且仅当 A ( y- y0 ) - B ( x- x0 ) = 0时取等号.

所以最小值就是 d =
| Ax0 + By 0 + C |

A
2
+ B

2
.

4� 用柯西不等式 (课本习题结论 )推导点到直线距
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离公式

旧教材 (人教版, 代数下册�必修 )第 15页习题

十五第 6题结论 �求证: ( a2 + b
2
) ( c

2
+ d

2
) � ( ac+

bd )
2
,当且仅当 ad = bc,即

a
c
=

b
d
时等号成立. �

实为柯西不等式的最简形式, 用它可以非常方便地

推出点到直线的距离公式.

设M (x, y )为直线 l: Ax + By + C = 0上任意一

点,任意点 P ( x0, y0 ) 到直线 l的距离为 d, 则: | PM
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2
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2
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C )
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当
A
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B
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时等号成立.

5� 用解直角三角形法推导点到直线距离公式

图 3

如图 3,设直线 l的倾斜角为 �,过点 P作 y轴的

平行线交 l于 G ( x1, y1 ), 显然 x1 = x0, 所以 y1 = -

Ax 0 + C

B
.

所以 | PG | = | y0 +
Ax0 + C

B
| = |

Ax0 + By0 + C

B
|.

易得 �GPH = �或 �GPH = 180�- �,在两种

情况下都有 tan
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2
� =

A
2

B
2, 所以
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1
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2
�
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A
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,
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B
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A
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6� 用三角形面积公式推导点到直线距离公式

图 4

两点间距离公式的推导过

程中,使用降维思想构造直角三

角形, 受此启示, 当A �B � 0时,

如图 4, 过点 P ( x0, y0 ) 分别作平

行于 x轴, y轴的两条直线, 分别

交直线 Ax + By + C = 0于点

M (-
By0 + C

A
, y0 )、N ( x0, -

Ax0 + C

B
), 则 | MP | = |

x0 +
By0 + C

A
|, | NP | = | y0 +

Ax0 + C

B
|.因为MP �

NP, 所以 R t�MPN 中, 由直角三角形的面积公式

得:
1

2
� | MP |� |NP | =

1

2
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| =
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2
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2
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A
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2
.

7� 用向量法推导点到直线的距离公式

由直线 l的方程 Ax + By + C = 0, (A, B不能同

时为 0),可得直线 l的法向量为 n = (A, B ), 过点

P ( x0, y0 )作直线 l的垂线,垂足为H ( x�, y�),则向量

PH = �n,即 ( x�- x 0, y�- y0 ) = �(A, B ),所以 x�=

x0 + �A, y� - y0 = �B, 且 | PH | =

(x�- x0 )
2
+ ( y�- y0 )

2
= | � | A

2
+ B

2
,又因为

点H ( x�, y�)在直线 l上, 所以就有: Ax�+ By�+ C =

0,即 A (x 0 + �A ) + B ( y0 + �B ) + C = 0,

所以 �(A
2
+ B

2
) = - (Ax0 + B y0 + C ),又因为

A, B不同时为 0,所以 �=
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A
2
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2 ,
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即: d = | PH | =
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A
2
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2
.

8� 用向量射影公式推导点到直线的距离公式

图 5

如图 5, 设 R ( x, y ) 是直线 l

上的任意一点, 直线 l的方向向

量为 m = (- B, A ), 则直线 l的

法向量为PQ = (A, B ), PR = ( x

- x 0, y - y 0 ),

所以 d =
| PR� PQ |

| PQ |
=

| A ( x - x0 ) + B ( y - y0 ) |

A
2
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2
=
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A
2
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2
.

21

中学数学杂志 � 2009年第 1期 � � � � � � � � � � � � � � � ZHONGXUESHUXUEZAZHI�



点评 � 向量是一种很好的工具, 用向量处理,

既避开了分类讨论,又体现了平面向量的工具性,会

有事半功倍的效果.

9� 利用两条平行直线间的距离处处相等推导点到

直线距离公式

图 6

如图 6, 如果过点 P ( x0, y0 )

作 l: Ax + By + C = 0的平行线 l�:

Ax + By - Ax0 - B y0 = 0, 那么直

线 l�上任意一点到 l的距离都等

于点 P到直线 l的距离, 既然可

以任意取点, 我们应设法使这个

点到直线 l的距离容易求得, 选

取 直 线 l� 与 x 轴 的 交 点

G (
Ax 0 + By0

A
, 0), 过 G作 l的垂

线,垂足为 H,设 l与 x轴相交于点 F (-
C

A
, 0),容易

求得 FG =
Ax0 + B y0 + C

A
,角 �与直线 l的倾斜角 �

相等或互补, 所以 tan� = � tan� = � A

B
, 所以

| sin� | = | ( � A

B
) � 1

2
+ (� A

B
)
2

| =

| A |

A
2
+ B

2
, 从而 d = | GH | = | FG | | sin� | = |

Ax 0 + By0 + C

A
|� | A |

A
2
+ B

2
=
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A
2
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2
.

10� 从最简单最特殊的引理出发推导点到直线距
离公式

引理 � 坐标原点到直线 l: Ax + By + C = 0的

距离 h =
| C |

A
2
+ B

2
.

图 7

简证 � 如图 7,先从原点到直线的距离这一特

殊情形入手,设直线 l与 x轴、y轴分别交于点 E、F,

则点 E、F的坐标分别是 ( -
C

A
, 0)、( 0, -

C

B
), 由三

角形面积得:
1
2
EF � h =

1
2
OE � OF 得 h =

| C |

A
2
+ B

2
.由平行直线系求出过点 P ( x0, y0 ) 且与 l

平行的直线 l�的方程: Ax + By - Ax0 - B y0 = 0,设直

线 l和 l�分别与 x轴交于点 E、G, 则点 E (-
C
A
, 0)、

G (
Ax0 + By0

A
, 0),由 l� l�得 d

h
=
EG

OE
.所以 d =

EG

OE

� h =
| Ax 0 + By0 + C |

| A |
� | C |

| A |
� | C |

A
2
+ B

2
=

| Ax0 + By0 + C |

A
2
+ B

2
.

11� 通过平移坐标系推导点到直线距离公式

图 8

如图 8, 如果点 P ( x0, y0 ) 是

坐标原点就好了, 为此, 我们以

点 P ( x0, y0 ) 为原点建立直角坐

标系 x�O �y�,并使坐标轴 x�, y�分
别与坐标轴 x, y平行.设直线 l在

新坐标系中记为 l�, 设任意点 G

在新旧坐标系中的坐标分别是

( x�, y�)、( x, y ). 则由OG = OO �+ O �G,得 ( x, y ) =

( x0, y 0 ) + (x�, y�), 所以 x = x0 + x�, y = y0 + y�,所

以直线 l在新坐标系中的方程是: A (x�+ x0 ) + B ( y�

+ y0 ) + C = 0,即Ax�+ B y�+ Ax0 + By0 + C = 0. 点

O �到直线 l�的距离就是点 P ( x0, y0 )到直线 l的距

离, 由引理可得: d =
| Ax0 + By0 + C |

A
2
+ B

2
.

12� 由直线与圆的位置关系推导点到直线距离公式

图 9

如图 9,当以点 P ( x0, y0 )为圆

心的圆与直线 l: Ax + By + C = 0

相切时, 圆的半径就是点 P ( x0,

y0 )到直线 l: Ax+ By + C = 0的距

离, 于是, 问题转化为当以点

P ( x0, y0 )为圆心的圆与直线 l只

有一个交点时, 求圆的半径, 联立

方程
Ax + By + C = 0

(x - x0 )
2
+ (y - y0 )

2
= r

2
,

消 y整理得关于 x 的一元二次方程: A
2
+ B

2

B
2 x

2
+

2(
C
B
+ y0 - x0 )x + x

2
0 + (

C
B
+ y0 )

2
- r

2
= 0,令判别

式 � = [ 2(
C

B
+ y0 - x0 ) ]

2
- 4� A

2
+ B

2

B
2 � [x 2

0 + (
C

B
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+ y0 )
2
- r

2
] = 0得: r

2
=
(Ax0 + By0 + C )

2

A
2
+ B

2 ,所以 d

= r =
| Ax0 + By0 + C |

A
2
+ B

2
.

13� 用直线的参数方程推导点到直线距离公式

图 10

如图 10,由直线参数方程的

几何意义知 | t | = | PQ |,

( 1)B > 0时,过点 P作直线

l的垂线,垂足为Q,则直线 PQ的

标 准 参 数 方 程 为:

x = x0 + t� A

A
2
+ B

2

y = y0 + t� B

A
2
+ B

2

( t 为参

数 ),将直线 PQ的参数方程代入直线 l的方程得: A�

( x0 + t� A

A
2
+ B

2
) + B� ( y0 + t� B

A
2
+ B

2
) + C

= 0,解之得点 Q对应的参数 t = -
Ax0 + By0 + C

A
2
+ B

2
,

所以 PQ = -
Ax0 + By0 + C

A
2
+ B

2
,所以 d = | PQ | =

| Ax0 + By0 + C |

A
2
+ B

2
.

( 2)当 B < 0时, 直线 PQ的标准参数方程为:

x = x0 - t� A

A
2
+ B

2

y = y0 - t� B

A
2
+ B

2

( t为参数 )

� � 同理可得 PQ =
Ax0 + By0 + C

A
2
+ B

2
, d = | PQ | =

| Ax0 + By0 + C |

A
2
+ B

2
.

教材提到利用过已知点作直线垂线求出交点,

再利用两点间距离公式求解的方法经过学生尝试,

虽然运算量较大,但是这种思路最自然,我们不应轻

易放弃,因为教师不应一开始上解析几何,就给学生

一个 �有一点运算量就懒得动手算 �的示范, 而解析
几何正是从求准、求快、求简等方面训练学生计算能

力的绝佳材料, 没有繁琐运算的亲身体验, 哪来 �求

简�的动力?我们应引导学生 �穷则思变�:能否在这

种思路的基础上作适当的改进?能否从不同的角度

来思考这一问题?这既加强了知识间的联系,又锻练

和提高了学生运用已有知识分析问题、解决问题的

能力.
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向量替斜率 � 解题免讨论

� 江西省永丰中学 � � 331500� � 刘 � 忠 � (特级教师 )

� � 直线是由一个点和一个方向确定的, 而方向又

可用它的倾斜角来确定. 由于斜率可以直接反映于

它的方程中 (特别是斜截式 ), 所以通常用斜率来确

定一条直线的方向. 又由于并不是任何直线都有斜

率,所以在对一些与直线斜率有关的问题的解决时

就不得不分斜率存在与否进行讨论了. 考虑到任何

直线的方向都可由它的方向向量来确定, 所以在解

决一些与直线斜率有关的问题时用它的方向向量来

代替斜率就可以避免繁杂的讨论, 而使过程简洁明

快. 本文介绍利用直线的方向向量和法向量来解决

一些与斜率有关的问题的方法,供大家参考.

1� 直线的方向向量与法向量

1. 1� 直线 l: Ax + By + C = 0的方向向量

若直线 l经过P1 (x1, y1 ), P2 (x2, y2 ), 则直线 l上

的向量P1P 2及与它平行的向量都称为直线的方向
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