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前言

在空間中的平面與直線的章節中，我們經常

使用「平面族定理」來解題，這個定理在現行課

程大綱的安排上並未納入。因此，許多人對它只

是知其然，而不知其所以然。事實上，透過向量

觀點的切入，可以為我們提供理解的途徑。本文

的目的，就是由此出發，想把它說個清楚。最

後，也提供一些可用「平面族定理」處理的例

子。

「平面族定理」的由來

在空間中的平面與直線的章節裡，常會遇到

這樣的問題：

求過二平面 2x + y – 4 = 0 與 y + 2z = 0 的交線，

且過點 Q 2 , – 1 , – 1 的平面方程式。

如何解決這類問題呢？基本上有二種處理方式：

先找到兩個平面交線的方向向量及交線上的一

點坐標，就回歸到「求包含已知一線及線外一

點的平面方程式」的問題類型。

解法如下：

∵兩平面交線 L的方向向量 v 同時垂直兩平面的

法向量，故 v // (2 , 1 , 0) (0 , 1 , 2) = (2 , – 4 , 2)

= 2(1 , – 2 , 1)，可取 v = (1 , – 2 , 1)，接著在交線

L 取一點 P，因為須同時滿足 2x + y – 4 = 0 與

y + 2z = 0，故取 z = 0, y = 0, x = 2，∴P (2 , 0 , 0)，

所求平面包含直線 L與點 Q (2 , – 1 , – 1)，因此

法向量 v PQ= (1 , – 2 , 1) (0 , 1 , 1) = (– 3 , – 1 , 1),

取 n = (3 , 1 , – 1)所求平面方程式為 3x + y – z – 6

= 0.

此法計算過程較為繁複，因此老師們多半會

再介紹另一種作法：

透過「平面族定理」，將過已知兩平面交線的

任一平面，表示成這兩個平面的線性組合，再

進行處理。

設所求的平面為 2x + y – 4 + k y + 2z = 0,

∵過點(2 , – 1 , – 1)

∴代入上式，得 k = – 13 .

所求平面方程式為

2x + y – 4 + – 13 y + 2z = 0,

即

3x + y – z – 6 = 0.

這個方法雖然快速，卻有著許多環節必須詳

加說明，像是

什麼是平面族？

為什麼過已知兩平面交線的任何平面，一定可以

表示成這兩個平面的線性組合呢？

這些問題都需要解釋清楚，第一個問題只是

定義的問題，倒是容易交代。我們是這麼定義
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▲

「平面族」的：通過一條直線之所有平面所成的

集合叫做平面族。而第二個問題則是困惑著許多

人：利用「線性組合」來建構一個新的平面的概

念，是由何而來呢？總不會憑空冒出的吧？課本

早將這個主題略而不提，而能查到的資料通常都

是「事後諸葛亮」的作法，只告訴我們兩件事：

利用兩平面方程式的線性組合所作出的方程式

仍是個平面。

它也會包含這已知兩平面的交線。

在這篇文章中，筆者試圖對這件事做個說

明，而非只是給個「事後諸葛亮」的證明。

事實上，利用第三冊數學課本所學的知識就

足夠我們將這個概念引發出來，我們需要用什麼

觀念呢？先來複習一下。

向量的線性組合

所謂的向量，就是同時具有大小及方向的

量。在平面上，若我們給定兩個不平行的向量 u

和 v，透過向量係數積及加法的性質，我們極易

證出下列的性質：

在 u 和 v 所決定的平面上，任一個向量 w

均可寫成 r u + s v ，其中 r, s R，而 r u + s v 的

形式就稱為 u 和 v 的線性組合。

【證明】如圖 1所示，

圖 1

我們不妨設 u =OP, v =OQ, w =OR，由於O、

P、Q、 R 四點在同一平面上，因此，我們可以

過 R 作一直線與直線 OP 平行，交直線 OQ 於

Q'；作一直線與直線 OQ 平行，交直線 OP 於

P'。由於 P' 在直線 OP 上，所以 OP' = rOP =

r u。同理， OQ' = sOQ = s v 。

▲

由向量的加法，OR =OP' +OQ' w = r u +

s v。同時，對每一個向量 w = r u + s v ，只要 u

和 v 不平行，則 r 與 s 是唯一決定的。也就是

說，設 w = r1 u + s1 v = r2 u + s2 v ，得 r1 – r2 u =

– s1 – s2 v，若 r1 – r2 0，則 u = – s1 – s2r1 – r2 v，

所以 u // v，這與假設 u 和 v 不平行矛盾。因

此 r1 = r2 s1 = s2 。

利用兩個不平行向量的線性組合，可以表示

同一平面上的任意向量，這個性質對於我們理解

本文的主題是個很重要的切入點。

平面方程式

想要描述空間中的平面方程式，向量的觀念

更是不可或缺，我們正是利用與平面垂直的向量

（稱為法向量 n ）來決定平面的方向性，而每一

個平面方程式也決定了它的法向量：

通過點 P x0 , y0 , z0 而與非零向量 n = a , b , c

垂直的平面方程式為

a x – x0 + b y – y0 + c z – z0 = 0.

空 間 中 每 一 個 平 面 的 方 程 式 都 具 有

ax + by + cz + d = 0的形式，其中 a, b, c不全為

0，且 n = a , b , c 為這個平面的法向量。

好了，該是將平面族的觀念引出的時候。讓

我們回到最開始的情況吧！

如圖 2，

圖 2

已知平面 E1：a1x + b1y + c1z + d1 = 0 與 E2：

a2x + b2y + c2z + d2 = 0 相 交 於 L ，則 n1 =
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a1 , b1 , c1 , n2 = a2 , b2 , c2 為平面 E1 與 E2 的法

向量。設過交線 L的任一平面為 E3 ，且 n3 為平

面 E3 的法向量。由於 n1、 n2 和 n3 均垂直於直

線 L，所以三個向量共平面。（不妨想像三個向

量可自由移動，從 L上同一點出發）由向量的線

性組合可知

n3 = n1 + n2 = a1 , b1 , c1 + a2 , b2 , c2

= a1 + a2 , b1 + b2 , c1 + c2 .

設 P x0 , y0 , z0 為 L上的一點。因此，平面 E3 的

方程式可以寫成

a1 + a2 x + b1 + b2 y + c1 + c2 z

= a1 + a2 x0 + b1 + b2 y0 + c1 + c2 z0,

以 , 為準，整理得

a1x + b1y + c1z – a1x0 + b1y0 + c1z0

+ a2x + b2y + c2z – a2x0 + b2y0 + c2z0 = 0,

又 P x0 , y0 , z0 為 L 上的一點，當然也滿足平面

E1 與 E2 的方程式，所以

a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 = 0,

a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 = 0.

代入上式，即得

a1x + b1y + c1z + d1 + a2x + b2y + c2z + d2 = 0.

因此，「過兩已知平面交線的任意平面可以寫成

這兩個平面的線性組合。」這個推論看來就自然

而然了。不過，如何保證這個推論會成立呢？這

得需要好好證明一下，以下就是這個定理的證

明。

「平面族」定理的證明

【定理】假設給定兩個平面方程式

E1：a1x + b1y + c1z + d1 = 0
E2：a2x + b2y + c2z + d2 = 0

，

則通過這兩個平面的交線 L的平面族方程式必可

寫成以下的形式：

E1 + E2 = 0 ( 2 + 2 0 ),

亦即，

a1x + b1y + c1z + d1 + a2x + b2y + c2z + d2 = 0,
2 + 2 0 …(*)

【證明】整個定理的證明可分為三部分：

上面的方程式(*)一定是表示平面方程式；

方程式(*)一定會通過 E1 與 E2 的交線 L；

證明任何通過 L的平面均可寫成方程式(*)的形

式。

方程式(*)一定是表示平面方程式

當 = 0， 0時，方程式(*)為平面 E2 。

當 0， = 0時，方程式(*)為平面 E1 。

當 0， 0時，方程式(*)可寫成一般式：

a1 + a2 x + b1 + b2 y + c1 + c2 z + ( d1 +

d2) = 0，此方程式的 x 、 y 、 z 係數不全為

零。(Why？)

Ans：若方程式的 x、y、z係數全為零，則

a1 + a2 = b1 + b2 = c1 + c2 = d1 + d2 = 0

a1
a2 =

b1
b2 =

c1
c2 =

d1
d2 = – ，即平面 E1 與 E2

平行。（與已知矛盾）

可見方程式(*)是 x、y、z的一次方程式，

所以它表示平面方程式。

方程式(*)所表示的平面一定會通過 E1 與 E2 的

交線 L

這顯然是成立的！因為直線 L是平面 E1 與 E2

的交線，則L上的任一點〔設為P x0 , y0 , z0 〕

均會滿足平面 E1 與 E2 的方程式。所以

a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 = 0且 a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 = 0

a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 + a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2

= 0滿足方程式(*)。

因此，方程式(*)所表示的平面都通過直線 L。
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任何通過 L的平面均可寫成方程式(*)的形式

也就是任何過 L的平面，必有不全為零的 與

，可寫成方程式(*).

當平面 E是平面 E1 時，取 = 1, = 0就可以

了。

當平面 E是平面 E2 時，取 = 0, = 1就可以

了。

當平面E不為E1 與E2 時，取平面E上，不在L

的一點Q x0 , y0 , z0 ，由於Q不在E1與E2上（∵

Q不在 L上），所以a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 0且

a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 0.

我們取

= a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2,

= – (a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1),

則滿足

a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 +

[ – a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 ] a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2

= 0

也就是

a1x + b1y + c1z + d1 + a2x + b2y + c2z + d2 = 0,

( 2 + 2 0)的形式。

所以過交線 L的平面均可寫成方程式(*)。

綜合上述 、 、 可知，方程式(*)表通過

平面 E1 與 E2 之交線的平面族方程式。

在上述證明中，各位也看到：對於不是E1 與

E2 的平面，則均為 0與 0的情形。所以

我們可以將方程式(*)調整成

a1x + b1y + c1z + d1 + a2x + b2y + c2z + d2

= 0…(**),

如果令 k = ，則方程式變成

a1x + b1y + c1z + d1 + k a2x + b2y + c2z + d2

= 0…(***),

所以當我們所求平面不為 E1 與 E2 的平面時，可

以直接將平面族方程式令為方程式(***)。

同樣的道理，我們也可用向量來表示平面上

的直線方程式， ax + by + c = 0 法向量 n =

a , b ，因此由上面的討論，我們不難類推「直

線系」概念的由來，此處就不再多談。

【定理】假設給定兩個直線方程式

L1：a1x + b1y + c1 = 0
L2：a2x + b2y + c2 = 0

，

則通過這二個直線交點P的直線系方程式必

可寫成以下的形式： L1 + L2 = 0 ( 2 + 2 0)，

亦即，

a1x + b1y + c1 + a2x + b2y + c2 = 0

( 2 + 2 = 1)…(*).

接著我們來看些可用「平面族定理」解決的

問題吧！例題一是個常見的例子。

【例 題 一】求過二平面 3x + y – z + 1 = 0 、

x + y + z = 0的交線，且與平面 2x – y + 3z – 1 = 0

垂直的平面方程式。

【解法一】設已知二平面 3x + y – z + 1 = 0 、

x + y + z = 0的交線 L，則 L的方向向量

v //(3 , 1 , – 1) (1 , 1 , 1) = 2(1 , – 2 , 1),

故取方向向量 v = (1 , – 2 , 1)。且由聯立方程組

3x + y – z + 1 = 0 …

x + y + z = 0 …

+ 4x + 2y + 1 = 0,

可取 x = 0, y = – 12，則 z = 12 .

故點 0 , – 12 ,
1
2 在 L上。依題意，所求平面包

含 L，且垂直平面 2x – y + 3z – 1 = 0,則其法向量

n 1 , – 2 , 1 , n 2 , – 1 , 3 ,所以

n // (1 , – 2 , 1) (2 , – 1 , 3) = (– 5 , – 1 , 3)

= – (5 , 1 , – 3),

取 n = (5 , 1 , – 3).
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又點 0 , – 12 ,
1
2 也在平面上，因此，所求平面

為

5x + y – 3z + 2 = 0.

【解法二】根據平面族定理，設所求的平面方程

式為

3x + y – z + 1 + k x + y + z = 0

3 + k x + 1 + k y + – 1 + k z + 1 = 0,

則此平面的法向量為 3 + k , 1 + k , – 1 + k ,

依題意，由向量的內積

2 3 + k + – 1 1 + k + 3 – 1 + k = 0

4k + 2 = 0 k = – 12 ,

∴所求的平面方程式為 5x + y – 3z + 2 = 0.

事實上，由於空間中的直線方程式可表示成

兩面式，讓我們常在求與直線條件有關的平面方

程式問題上，應用平面族的概念。看看下面的例

子：

【例題二】試求包含 x軸，且過點A 1 , – 1 , 2 的

平面方程式。

【解法一】先在 x軸上取一點 B (1 , 0 , 0)，且 x

軸的方向向量為 v = (1 , 0 , 0)，由於所求平面包

含 x軸，並過A (1 , – 1 , 2)，所以其平面的法向量

n // v AB = (1 , 0 , 0) (0 , 1 , – 2) = (0 , 2 , 1)。

故取 n = (0 , 2 , 1)

∴平面方程式為 2y + z = 0.

【解法二】由於 x軸的直線方程式可寫成
y = 0
z = 0

（兩面式），根據平面族定理，包含 x軸的任意

平面可以寫成 y + kz = 0，將(1 , – 1 , 2)代入，得

k = 12，所以平面方程式為

y + 12 z = 0 2y + z = 0.

【例題三】求直線 L ：
x – y + z – 6 = 0
y – 2z + 4 = 0

在平面

▲

E： x + y – z = 0的正射影直線 L'的方程式。

【解法一】由於兩點決定一直線，不妨找出 L上

的兩相異點，例如點 A (2 , – 4 , 0)， B (3 , – 2 , 1)

在 L上，再求其在平面E上的投影點，則投影點

會落在 L'上。

以求點 A在平面 E的投影點 A'為例。由於

直線 AA'垂直平面 E，所以直線 AA'的參數式為

x = 2 + t
y = – 4 + t
z = – t

, t ，

因此可設點 A' 2 + t , – 4 + t , – t ，又點 A' 在平

面 E 上，故代入平面方程式，得 t = 23 ，所以

A' 83 ,
– 10
3 , – 23 。同理，可得點 B在平面 E的

投影點 B' (3 , – 2 , 1) A'B' = 1
3 ,

4
3 ,

5
3 ，可取

直線的方向向量(1 , 4 , 5),故直線 L在平面 E的投

影直線為

x – 3
1 = y + 24 = z – 15 .

【解法二】如圖 3，設 F為包含直線 L且與平面

E垂直的平面。由於直線 L在平面 E上的投影直

線 L' ，恰為平面 E 與平面 F 的交線。故求出平

面 F即可。

圖 3

由於平面 F過直線 L，根據平面族定理，

可設

F： x – y + z – 6 + k y – 2z + 4 = 0

x + – 1 + k y + 1 – 2k z + – 6 + 4k = 0,

故法向量為 1 , – 1 + k , 1 – 2k ,

又平面 F垂直平面 E，故

1 , – 1 + k , 1 – 2k (1 , 1 , – 1) = 0 k = 13
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因此，平面 F的方程式為

x – y + z – 6 + 13 y – 2z + 4 = 0

3x – 2y + z – 14 = 0,

故投影直線 L'的方程式為

3x – 2y + z – 14 = 0
x + y – z = 0

,

（這與解法一的答案是等價的！）.

【例題四】包含直線 L1： x + 1
1 = y – 32 = z – 23 與

直線 L2： x – 2
2 = y + 14 = z – 36 的平面方程式。

【解法一】由題意可知 L1 的方向向量 v1 =

(1 , 2 , 3)，點 A (– 1 , 3 , 2)在 L1 上； L2 的方向向

量 v2 = (2 , 4 , 6)，點 B (2 , – 1 , 3)在 L2 上。所以

欲求之平面的法向量 n // v1 AB = (1 , 2 , 3)

(3 , – 4 , 1) = (14 , 8 , – 10) = 2(7 , 4 , – 5)，故取 n

= (7 , 4 , – 5), 故所求平面方程式為

7x + 4y – 5z + 5 = 0.

【解法二】設所求之平面上有一點 P x , y , z ，

依題意可知 L1 的方向向量 v1 = (1 , 2 , 3)，點

A ( –1 , 3 , 2)在L1上；L2的方向向量 v2 = (2 , 4 , 6)，

點 B (2 , – 1 , 3)在 L2 上。則 AB = (3 , – 4 , 1)， v1

= (1 , 2 , 3)， AP = (x + 1 , y – 3 , z – 2)共平面。故

x + 1 y – 3 z – 2
3 – 4 1
1 2 3

= 0

– 14 x + 1 – 8 y – 3 + 10 z – 2 = 0

7x + 4y – 5z + 5 = 0,

故所求平面方程式為 7x + 4y – 5z + 5 = 0.

【解法三】我們可將 L1 改寫成兩面式

x + 1
1 = y – 32
y – 3
2 = z – 23

2x – y + 5 = 0
3y – 2z – 5 = 0

，

根據平面族定理，過 L1 的平面方程式可設為

2x – y + 5 + k 3y – 2z – 5 = 0,

▲

又包含L2，故將點B (2 , – 1 , 3)代入平面方程式，

得 k = 57 。

故欲求平面方程式為

2x – y + 5 + 57 3y – 2z – 5 = 0

7x + 4y – 5z + 5 = 0.

除了上述的例題外，求包含二相交直線的平

面方程式，也可應用平面族的概念呢！請自行找

個題目試試看！接下來，看個與球面相切之平面

方程式的問題：

【例題五】已知球面方程式為 x–1 2+ y–1 2+ z–1 2

=2，求包含 A ( – 2 , – 1 , – 3)、 B (0 , 3 , 1)兩點，

且與球面相切的平面方程式？

（分析）如圖可知，過 A、 B兩點且與球面相切

的平面有兩種情形。

圖 4

【解法一】設所求平面與球面的切點P a , b , c ，

且球心為 Q (1 , 1 , 1)， AB = (2 , 4 , 4)，則平面的

法向量 n // QP = a – 1 , b – 1 , c – 1 ，因此，

AB QP AB QP = 0

a + 2b + 2c – 5 = 0…

QP PA QP PA = 0

a2 + b2 + c2 + a + 2c – 6 = 0…

點 P a , b , c 在球面上

a – 1 2 + b – 1 2 + c – 1 2 = 2…

– 3a + 2b + 4c – 7 = 0…
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– 2a + 2c – 2 = 0 c = 1 – a，代入 ，

得 a = 2b – 3，所以 c = 4 – 2b，代入 ，

2b – 4 2 + b – 1 2 + 3 – 2b 2 = 2

3b2 – 10b + 8 = 0 b = 2或 b = 43 ,

當 b = 2，則 a = 1， c = 0，所以切點 P 1 , 2 , 0

QP=(0,1,–1)，所以取平面法向量 n =(0,1,–1)，

所求平面方程式為

y – z – 2 = 0.

當b= 43，則a=– 13，c=
4
3，所以切點P – 13 ,

4
3 ,
4
3

QP = – 43 ,
1
3 ,

1
3 =– 13 (4 , – 1 , – 1)所以取平

面法向量 n =(4 ,–1 ,–1)，所求平面方程式為

4x – y – z + 4 = 0.

【解法二】設所求平面與球面的切點P a , b , c ，

且球心為 Q (1 , 1 , 1)， AB = (2 , 4 , 4)，則切平面

方程式為

a – 1 x – 1 + b – 1 y – 1 + c – 1 z – 1 = 2

a – 1 x + b – 1 y + c – 1 z + 1 – a – b – c

= 0…(*)，

所以法向量 n = a – 1 , b – 1 , c – 1 因此，

n AB a – 1 , b – 1 , c – 1 (2 , 4 , 4) = 0

a + 2b + 2c – 5 = 0

點 A – 2 , – 1 , – 3 在平面上，代入(*)

3a + 2b + 4c – 7 = 0

點 P a , b , c 在球面上

a – 1 2 + b – 1 2 + c – 1 2 = 2

上述所得條件式與解法一相同，就不再詳解。

【解法三】由於過A、B兩點可決定一直線，故所

求平面可應用平面族定理寫出，再由與球面相切

決定之。已知球心為Q (1 , 1 , 1)， AB = (2 , 4 , 4)，

先求出直線 AB的對稱比例式為

x + 2
1 = y + 12 = z + 32 ,

則其兩面式可表示成

x + 2
1 = y + 12
y + 1
2 = z + 32

2x – y + 3 = 0
y – z – 2 = 0

,

根據平面族定理，包含直線 AB的平面可寫成

2x – y + 3 + k y – z – 2 = 0

2x + k – 1 y – kz + 3 – 2k = 0

與球面相切，所以

d Q , E = 2 + k – 1 – k + 3 – 2k
4 + k – 1 2 + k2

= 2 k = 12 ,

所以，與球面相切的平面方程式為

2x – y + 3 + 12 y – z – 2 = 0

4x – y – z + 4 = 0.

看到此處，不知你的心中是否出現疑問：在

一開頭的分析中不是圖示了兩個切平面嗎？那另

一個呢？

藉這個機會提醒大家：當我們將所求平面設

成 2x – y + 3 + k y – z – 2 = 0時，其實會有個包

含直線 AB 的平面是不在我們所設的情況之中。

不妨再回到證明討論的那一段看看！正是

y – z – 2 = 0。這也是各位在使用平面族定理需要

注意的地方。驗證一下：球心 Q (1 , 1 , 1)到平面

y – z – 2 = 0的距離正是
1 – 1 – 2
1 + 1

= 2。

當然了，若一開始平面設成 y – z – 2 + k 2x – y + 3

= 0，就不會有上述的情形。此時，求出的 k值為

k = 0，則切平面為 y – z – 2 = 0；

k = 2，則切平面為 4x – y – z + 4 = 0。

事實上，除了上述的問題外，平面族定理對

於我們理解三元一次聯立方程組的幾何意義與行

列式表示法之間的連結，有著很大的助益。這是

接下來筆者所要討論的部分。



數學新天地 33

三元一次聯立方程組之解

的幾何意義

由於方程式 ax + by + cz + d = 0 的幾何意義

代表空間中的一個平面，因此三元一次聯立方程

組

a1x + b1y + c1z = d1
a2x + b2y + c2z = d2
a3x + b3y + c3z = d3

的解，

就是要找出空間中三平面

E1：a1x + b1y + c1z = d1
E2：a2x + b2y + c2z = d2
E3：a3x + b3y + c3z = d3

的共同交點坐標。如何求解？解的型態為何？課

程安排上是由行列式的觀點切入，得到一般性的

判斷準則。課本有詳細過程，此處不加贅述，主

要結論及對應圖形整理表列如表 所示：

▲

三平面的關係 聯立方程組解的情形 行列式的表示法

三平面交於一點 恰有一解 0

三平面重合 無限多解 = x = y = z = 0

兩平面重合，第三平面平行 無解 = x = y = z = 0

三平面平行 無解 = x = y = z = 0

兩平面重合，第三平面與其

交一直線
無限多解 = x = y = z = 0

兩平面平行，第三平面與其

各交一直線
無解

= 0，且 x ， y ， z 至少一個

不為 0

三平面交於一直線 無限多解 = x = y = z = 0

三平面兩兩相交一直線且三

直線平行
無解 = 0，且 x， y， z 至少一個不為 0

表

E3

E1 E2
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然而，我們想將空間中三平面的相交情形與

行列式的表示法建立關係時，關係 可由克拉瑪

公式來看出；關係 至 恰為三平面間的平行與

重合，與平面方程式係數是否成比例有關，容易

與行列式的運算性質銜接，而關係 和 則是較

難直接從行列式的運算性質看出結果，但是由平

面族定理則會變得非常容易理解。

以關係 －三相異平面交於一線為例，由於

E1、 E2 及 E3 相交於一線，所以 E3 可以表成 E1

+ E2，也就是說平面 E3 的方程式

a3x + b3y + c3z – d3 = 0

與

a1x + b1y + c1z – d1 + a2x + b2y + c2z – d2 = 0

等價。故

a3
a1 + a2 =

b3
b1 + b2 =

c3
c1 + c2 =

d3
d1 + d2 = t

所以

=
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

=
a1 b1 c1
a2 b2 c2

t a1 + a2 t b1 + b2 t c1 + c2
= 0

x =
d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

=
d1 b1 c1
d2 b2 c2

t d1 + d2 t b1 + b2 t c1 + c2
= 0

同理， y = 0， z = 0

至於關係 －三平面兩兩相交於一直線且三

直線平行，則可由關係 加以延伸，由圖 觀察

可以看到 E3 恰與某一個過 E1 與 E2 交線的平面

E1 + E2 平行，即平面 a3x + b3y + c3z – d3 = 0 與

平面 a1x + b1y + c1z – d1 + a2x + b2y + c2z – d2 =

0 平 行，故
a3

a1 + a2 =
b3

b1 + b2 =
c3

c1 + c2
d3

d1 + d2。所以 = 0，而且 x， y， z至少一 ▲

個不為 0。

再一次看見「平面族定理」的威力了吧！找

幾個例題來實地演練一下。

【例題六】試判斷聯立方程組

x + 2y + z = 7…
2x + y – z = 5…
7x + 8y + z = 31…

所表示的三平面關係。

【解】因為方程式的係數並無成比例的關係，可

判斷無平行或重合的關係，不是關係 到關係

！

考慮係數行列式 =
1 2 1
2 1 – 1
7 8 1

= 0 表示不

是關係 ，再來決定是關係 （無限多解）或是

關係 （無解）。

再來，由三個平面法向量的線性組合，考慮

(1 , 2 , 1) + (2 , 1 , – 1) = (7 , 8 , 1)

+ 2 = 7
2 + = 8

= 3
= 2

所以 3 + 2得，

7x + 8y + z = 31…

由於 式與 式相等。表示 式可以寫成

式與 式的線性組合。

由平面族定理可知：三平面交於一線，故無

限多解。

接著考慮以下狀況：若將題目中的 式改成

7x + 8y + z = 70，則結果為何呢？

如此一來，則 式 // 式，如圖 5，表示三

平面兩兩交於一線，三交線平行，無解。

圖 5
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【例題七】若方程組

5x + 3y – z = – 1…
2x + y + 2z = a…
x + 4y + bz = 10…

有無

限多解，試求 a = ?， b = ?

【解】依題意，由方程式係數可看出三平面相

異，又有無限多解，表示三平面交於一線。故考

慮法向量的線性組合

(5 , 3 , – 1) + (2 , 1 , 2) = (1 , 4 , b )

5 + 2 = 1
3 + = 4
– + 2 = b

= 7
= – 17

，故 b = – 41

又 7 + – 17 得方程式

x + 4y – 41z = – 7 + – 17 a

與 式同義，故

– 7 + – 17 a = 10 a = – 1.

結論

走筆至此，關於平面族定理的種種討論也該

告一段落了。我們由向量的運算性質出發，指出

了平面族定理的由來，進而討論三元一次聯立方

程組解的幾何意義。不知是否看出筆者最想與各

位分享的心得──『概念連結』。這也是數學教

學過程中，必須想方設法與學生分享的部分，如

此一來，才能引領學生將所學得的主題貫穿起

來，從而產生源源不斷學習的喜悅！ ■

後記

本文能得以完成，必須感謝中山女高鄭金樹老師

的鼓勵。在他的指導與帶領下，讓筆者不論在教

材或是教法上，有了更多的想法與成長。藉此機

會特別謝謝他！
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