
問題一：已知實數 r 讓方程式 

2 22 1x r x x− + − =  

有實數解，求 r 的所有可能值(或範圍)。 

 (12分) 

【解】 

原式兩邊平方  
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Hence, 2 2 2 2 2 216( 1)( 1) 8 ( 1) (16 8 ) 8 16 ( 4)r x r x r r x r r r− − − = − − + ⇒ − = − + = −   

Note that 原方程式中知
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代入原方程式，整理得 3 4 2 4r r r− + = −  

若
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r ≥ ，則
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r r r r− + = − ⇒ =  

若
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r≤ ≤ ，則 (4 3 ) 2 4r r r− + = − 為恆等式  

若 0r ≤ ，則 (4 3 ) 2 4 0r r r r− − = − ⇒ =  

所以 r 之範圍為
40
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r≤ ≤ . 

  



問題二：在坐標平面上，三角形 ABC 的頂點 , ,A B C 都是格子點（即坐標都是整

數的點），且令三邊邊長分別為 , ,a b c，面積為 L。 

        已知 2( ) 8 1a b L+ < + ，證明：三角形 ABC 為等腰直角三角形。 

(11分) 

【解】 

( )2 2
2 22

4
2 (Law of Sines)

Clear!a b ab
a b L
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, ,A B C 為格子點   2L∴ 為整數 

(May assume (0,0), ( , ), ( , )A B p q C r s ，則
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ps qr
L
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同時由畢氏定理知 2 2a b+ 均為整數 

Now, 2 2 2 28 ( ) 4 2 8 1L a b L a b ab L≤ + + ≤ + + < +  

                              (假設條件) 

但不等式前兩式皆為整數，所以 2 28 ( ) 4L a b L= + +  

i.e. 2 2 4 2a b L ab a b+ = ≤ ⇒ = (等腰) 

不等式亦得 2L ab⇒ = ⇒直角 

ABC∴ 為等腰直角三角形. 

 
  



問題三：無窮等比數列 na 的每一項都是有理數，而且前三項可表為 
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其中 x為實數。回答下列問題： 

(1) 求 x的所有可能值。                                    (7分) 

(2) 承(1)，求
1

n
n

a
∞

=
∑ 的值。                                  (4分) 

【解】 

(1) 由 na 的每一項都是有理數及 2 2 2a x= − 知 x是有理數。 

因為 2 2
1 2 33 6, 2 2 , 3a x x a x a x= + − = − = − 是等比數列，所以 

( ) ( )( )22 2 2
2 1 32 2 3 6 3a x x x x a a= − = + − − = ， 

乘開，整理得 
4 3 23 13 14 0x x x x+ − − + = 。 

利用一次因式檢驗法可知： 1x + 及 2x − 是該四次多項式的一次因式，因此，

可以分解為 

( )( )( )21 2 4 7 0x x x x+ − + − = ， 

解得 1, 2, 2 11x = − − ± （不合，不是有理數）。 

故 x的所有可能值為 

1, 2x = − 。 

(2) 承(1) 

A. 當 1x = − 時， 1 2 38, 4, 2a a a= − = = − ，無窮等比數列 na 的公比為
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B. 當 2x = 時， 1 2 34, 2, 1a a a= = − = ，無窮等比數列 na 的公比為
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問題四：若 ,a b為三角形的兩邊之邊長，且 ,A B為其對應角，則將 
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         表為 ,a b的公式，並證明之。 

(12分) 

【解】 

等號左邊涉及邊長，右邊涉及角度，因此需要把邊長轉換成角度的恆等式。根據正

弦定理， 

， 

得 

。 

再利用和差化積公式，得 

 

得證。 

 


