2021 39th AIME 1
1. 小趙與小周兩人比賽6次100公尺短跑。已知小趙贏了第一次賽跑；接下來的比賽，如果兩人中的某人前一次賽跑贏了，則下一次賽跑贏的機率為
[image: image1.wmf]3

2

，如果前一次賽跑輸了，則下一次賽跑贏的機率為
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。若小趙在6次賽跑中恰贏5次的機率為
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，其中m、n為互質的正整數，則
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2. 在下圖中的ABCD為一個長方形，其中
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；且AECF也是一個長方形，其中
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。已知兩個長方形內部共同陰影區域的面積為
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，其中m、n為互質的正整數，則
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3. 試問小於1000且可以表示為兩個2的整數次方之差的正整數有多少個？
4. 試問將66個相同的銅板分成非空的三堆，使得第一堆的銅板數比第二堆少，第二堆的銅板數比第三堆少的方法數為多少？
5. 如果三項嚴格遞增的整數等差數列滿足各項平方的和等於等差中項與公差平方的乘積，就稱此等差數列為特別數列。試求所有特別數列第三項的和為多少？
6. 設
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、
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為正立方體的三個稜，
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為通過該正立方體中心的對角線。若點P滿足：
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7. 試求滿足
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且存在實數x使得
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的正整數數對
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有多少個？

8. 試求所有使得方程式
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有12個相異實數解的整數c有多少個？

9. 設ABCD為等腰梯形，其中
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。若從點A到直線BC、直線CD與直線BD的距離分別為15、18與10。若ABCD的面積為k，則
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10. 考慮正有理數數列
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，其中
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，且對所有的
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，若
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，其中m、n為互質的正整數，則
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。若正整數j使得有理數
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可表為
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，其中t為正整數。則所有滿足上述條件的正整數j之和為何？
11. 設ABCD為圓內接四邊形，其中
[image: image34.wmf]4

=

AB

、
[image: image35.wmf]5

=

BC

、
[image: image36.wmf]6

=

CD

、
[image: image37.wmf]7

=

DA

。並設
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分別為從點A與點C到直線BD的垂足；
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與
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分別為從點B與點D到直線AC的垂足。若四邊形
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的周長
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，其中m、n為互質的正整數，則
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12. 設
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為十二邊形。有三隻青蛙開始時分別在頂點
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的位置。在每分鐘結束時，三隻青蛙同時隨機且獨立的分別跳到與牠所在位置鄰接的左或右兩個頂點之一，且選取兩頂點的機率相同。當有兩隻青蛙同時跳到同一頂點時，三隻青蛙即停止跳動。若停止跳動的期待分鐘數為
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，其中m、n為互質的正整數，則
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13. 圓
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的半徑分別為961與625，它們交於相異的A與B兩點，又有第三個圓
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同時與
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外切。設直線AB交圓
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於P、Q兩點，且劣弧
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。試求
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圓心的距離。
14. 對於正整數a，記
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為a所有正因數之和。設n為最小的正整數使得對所有的正整數a，
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都可以被2021整除。試求n的所有質因數之和。

15. 使得兩拋物線
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有四個相異交點，且這四點都落在某個半徑至多為21的圓周上之所有正整數k所形成的集合為S。試求S中最大的數與最小的數之和。
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