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前言：  

在高中數列級數單元學生一般會學到 n條直線將平面分割成幾個區域？或

n個圓將平面分割成幾個區域？這些問題都極為有趣，為了滿足更多的好奇心，

我們想知道更一般的公式即平面上有 n條直線m 個圓將平面分割的區域數。 

本文： 

在一般組合學書籍中, 我們可以找到如下結果： 

定理 1([3])：平面 n條直線（其中任兩條均不平行，任三條均不共點），將平面分成 
2 2
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個區域。 

我們可以將上面定理推廣成如下定理： 

定理 2：平面n條直線（其中 1n ≥ 且任兩條均不平行，任三條均不共點），m 個

圓（其中任兩圓有兩個相異交點、任三圓不共點），每條直線與圓有兩交點，且

不存在某圓過某兩直線的交點或某一直線過某兩圓的交點之情形，將平面分成 
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個區域。 

[證明] 令 ( , )f n m 為平面上 n條直線與m 個圓將平面分割的區域數。 
設平面上已有 n條直線與 1m − 個圓，則第m 個圓放入時與 n條直線有 2n個交點

與 1m − 個圓有 2( 1)m − 個交點，由題意這些點皆相異，所以第m 個圓上有

2 2( 1)n m+ − 個交點，這些交點將圓分割成 2 2( 1)n m+ − 個弧，每個弧將原有區域

分成 2 個部分，所以我們有如下遞迴式 

( , ) ( , 1) 2 2( 1)f n m f n m n m= − + + − , 

1,  1n m≥ ≥ . 
所以 
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                        ( ,1) ( ,0) 2f n f n n= +  
( , 2) ( ,1) 2 2 1f n f n n= + + ×  
( ,3) ( , 2) 2 2 2f n f n n= + + ×  

  
     ( , ) ( , 1) 2 2( 1)f n m f n m n m= − + + −  

將上面各等式全部加起來，將等號兩邊對消後可得 
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= + + − , 

1,  1n m≥ ≥ . 

當 0m = 時上面等式右邊為
2 2

2
n n+ +

, 等於 n條直線分割平面區域數。 

所以 
2

22( , ) 2
2

n nf n m nm m m+ +
= + + − , 

1, 0n m≥ ≥ . 
例如：如下圖 (2, 2) 14f = . 
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