
 

1 
《天地明察》是關於和算家澀川春海的傳記故事，也納入澀川春海與同時代日本算聖

關孝和的競爭，將數學知識活動，譬如解題與出題等對話，極為成功地融入故事情節

之中。下圖是該小說裡一道數學題目的插圖：  

在一勾九吋、股十二吋的直角三角形內，有兩個直徑相同的圓，彼此相切，與邊也相

切，如上圖所示。試求這兩個相同圓的半徑？  

【解答】
15

7
r   

【詳解】 如圖，以兩圓連心線為斜邊，

作與原三角形相似的直角三角形。若假設圓半徑為 r，由於三角形邊長比為 3:4:5，

故小三角形邊長為
6 8

, ,2
5 5

r r r ，代入原三角形計算斜邊

6 8
9 2 12 15

5 5
r r r r r

   
         

   
 ，可得

15

7
r   
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設 a 為實數，若對於所有實數 x，
2

2

3
2

2

x ax

x x

 


 
恆成立，則 a 的範圍為？  

【解答】0 4a    

【詳解】分母 2 21 7
2 ( ) 0

2 4
x x x      恆正。 

計算
2

2

3
2 2

2

x ax

x x

 
  

 
，得 2 2 22 2 4 3 2 2 4x x x ax x x         。 

左式 2 22 2 4 3x x x ax      ， 20 3 ( 2) 7x a x     ， 

判別式 2( 2) 4 3 7 0D a      ，可解得 2 21 2 2 21 2a     。 

右式 2 23 2 2 4x ax x x     ， 20 (2 ) 1x a x     ，判別式 2(2 ) 4 0D a    ，可

解得0 4a  。 

取交集可得0 4a  。   
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1 
若 P 為正 ABC 內部一點，且滿足 4, 6, 28AP BP CP   ，則 ABC 的邊長為？  

【解答】 2 19   

【詳解】  

 

P 點將正三角形 ABC 分為三個小三角形，依左圖的方式向外旋轉60，分別做三個

全等的小三角形，可以得到此六邊形面積為原三角形的 2 倍。 

再將 P 點與此六邊形的另外三個頂點連線，可得到此六邊形面積為三個邊長分別是

, ,AP BP CP的正三角形，與三個由 , ,AP BP CP圍成的全等三角形。 

以 4, 6, 28AP BP CP   圍成的三角形面積為6 3 ，所以 ABC 的面積=

2
2 21 3

(4 6 28 ) 3 6 3 19 3
2 4

 
      

 
，解 23

19 3
4

a  ，可知邊長 2 19a  。 
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1 
從 2,3,5,7,9 五個數字中剔除一個數字後，將剩下的四個數字經適當的排列之後，得到

一個完全平方數，則此完全平方數為？  

【解答】5329 

【詳解】設此完全平方數為 2(10 )a b ，a,b 為 1、2、….、9。 

由於 2 2 2(10 ) 100 20a b a ab b    ，由於 2 2 21 1,2 4,3 9   、 2 2 24 16,5 25,6 36   、

2 2 27 49,8 64,9 81   ，可觀察出 2(10 )a b 的個位數字只有可能為 5 或 9，b 只有可

能為 3 或 5 或 7。 

而十位數字可能來自 2b 與20ab，其中20ab為偶數，而無論 b 是 3 或 5 或 7， 2b 乘

開後的十位數字都是偶數，所以可知 2(10 )a b 的十位數字是偶數，只有可能為 2。 

若為 2(10 3)a  ，展開後 2100 60 9a a  ，欲滿足十位數字是 2，a 只有可能為 2、7，

但 223 529 不合，答案為 273 5329 。 

若為 2(10 5)a  ，展開後 2100 100 25a a  ，必滿足十位數字是 2，但單看千位數與百

位數為 2 ( 1)a a a a   必為偶數，不可能由剩下的3,5,7,9  組成，故不合。 

若為 2(10 7)a ，展開後 2100 140 49a a  ，欲滿足十位數字是 2，a 可能為 2、7，但

227 729 ， 277 5929  皆不合。 

因此答案為 273 5329 。 
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1 
設 a，n 為正整數，找出所有數對 ( , )a n ，使得 3n na  能整除 1 2 3n na    。  

【解答】 (12,1),(2, ),n n N   

【詳解】 13 | 2 3n n n na a     13 | 2 3 ( 3 ) 3 | (2 ) 3n n n n n n n n na a a a a a            

若 2a  ，則 n 可為任意正整數。 

    若 2a  ，考慮 3 ,3 1,3 2a k k k   ， k N  。 

若 3 1a k  ，則 3 | (2 ) 3n n na a   可化為 (3 1) 3 | (2 3 1) 3n n nk k     ，但 (3 1) 3n nk  

不為三的倍數，因此不合。同理， 3 2a k  。 

若 3a k ，則 3 | (2 ) 3n n na a   可化為 (3 ) 3 | (2 3 ) 3 3 ( 1) | (2 3 ) 3n n n n n nk k k k       ， 

故解 ( 1) | (2 3 )nk k  ，顯然若 2n  且 1k  時，無整數解。 

若 k=1，1 1| 2 3n   ，不合。 

若 1n  ，解 1| 2 3k k  ，可知 1| 5k  ，得 4k  ，此時 ( , ) (3 ,1) (12,1)a n k  。             
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1 
如果 x 是實數，那麼 2 21 6 13x x x    ，在 x 為多少時，會有最小值？  

【解答】1 

【詳解】 2 2 2 2 2 21 6 13 1 ( 3) 2x x x x x          

可視為 ( ,0), (0,1), (3,2)P x A B 中，PA PB 的最小值。 

P 為 x 軸上一點，A 對 x 軸做對稱點 (0, 1)A  ，連接 A B ，與 x 軸交點即為 P 點 (1,0)。 

因此此題 x=1 時，有最小值3 2  。  
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1 
有一種娛樂用的號碼鎖，他有三個密碼，每個密碼都是由 1,2,3 這三個數字所構成。

開鎖者只要轉對其中的兩(含)個密碼以上，所就會自動開啟，例如當密碼為 (1,2,3) 時，

轉 (1,3,2)  是不會開的(只轉對一個密碼)，但是轉 (1,3,3)就會打開(轉對了第 1,3 位置的

密碼)。問：對付這種娛樂鎖，你至少需嘗試幾次才保證一定能打開？  

【解答】5 

【詳解】密碼共有 33 27 種組合。 

不失一般性，先由 111 與 222 開始試起，各可破解 7 種密碼，此時剩餘 13 種。 

接下來可用(233)、(323)、(332)或(133)、(313)、(331)來破解，因此共需2 3 5  次。

 

【備註】若使用 111、222、333 會造成剩餘的 6 種密碼必須試三次才能試完。 
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1 1 1 111 2 3 3 233

1 1 2 111 2 3 1 233

1 1 3 111 2 1 3 233

1 2 1 111 1 3 3 233

1 3 1 111 3 2 3 323

2 1 1 111 3 2 1 323

3 1 1 111 3 1 3 323

1 2 2 222 1 2 3 323

2 1 2 222 3 3 3 332

2 2 1 222 3 3 2 332

2 2 2 222 3 3 1 332

2 2 3 222 3 1 2 332

2 3 2 222 1 3 2 332

3 2 2 222

1 1 1 111 1 3 3 333

1 1 2 111 2 3 3 333

1 1 3 111 3 1 3 333

1 2 1 111 3 2 3 333

1 3 1 111 3 3 1 333

2 1 1 111 3 3 2 333

3 1 1 111 3 3 3 333

1 2 2 222

2 1 2 222 1 2 3 122

2 2 1 222 1 3 2 122

2 2 2 222 2 1 3 211

2 2 3 222 2 3 1 211

2 3 2 222 3 1 2 311

3 2 2 222 3 2 1 311



 

1 

若 2 2 2

3 3 3

1

2

3

a b c

a b c

a b c

  


  


  

，則 4 4 4a b c  ？ 

【解答】
25

6
  

【詳解】    

    

2

3

1....................(1)

2 2....(2)

3 3 3....(3)

a b c

a b c ab bc ca

a b c a b c ab bc ca abc

   


     


        

 

 由(1),(2)可得  
1

2
ab bc ca    ，代入(3)可得

1

6
abc  ，可寫出以 a,b,c 為三根的方

程式為 3 2 1 1
0

2 6
t t t    。 

因此有 3 2 1 1
0

2 6
a a a    ，同乘以 a 並移項可得 4 3 21 1

2 6
a a a   ，同理可知 4 4,b c 。 

所求 4 4 4 3 3 3 2 2 21 1 25
( ) ( ) ( )

2 6 6
a b c a b c a b c a b c            。    
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