§7 優化假設

例1 已知
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都是正數，試用數學歸納法證明
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。
分析：證明開始的步驟是很順利的。
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，故命題成立。

設
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時命題成立，即
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則當
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，

證到這裡，困難出現了。因為我們必須確認但又無法確認
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怎麼辦？此時可以求助於"優化假設"。所謂優化假設就是在證題過程中作出關於某類量中的最大量或最小量的假設。在上面的題目中，我們注意一下
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中最大的一個，並且由於所證不等式所具有的輪換對稱性，我們不妨設
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中最大的一個。這樣，就有
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，一舉達到了目地。

證：
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時，原不等式顯然成立。
設
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時原不等式成立。則當
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時，由於不等式具有輪換對稱性，因此不妨設
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中最大的一個。於是，
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　　　　　　　　　　 (根據歸納假設)
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　　　　　　　　　　　　　　　　(根據"不妨設")

根據數學歸納原理，原不等式對任意自然數n都成立。

評註：細心的讀者一定注意到了分析過程與證明過程的區別。由分析過程可知，"不妨設"(這裡實際上是一個優化假設)是在證明受阻的情況下，不得已而採取的一項措施。但在證明書寫時，為了使書寫格式簡捷明快，把"不妨設"的位置大大提前了。千萬不要在讀到此類證明過程時，誤認為解題者早已有先見之明，一開始證題就看到"不妨設"的必要性了。

由上面的例子可以看出，優化假設對於打破證明僵局起了不可忽視的作用。如果不限制用數學歸納法，那麼至少還可以找到三種方法來證明上面的例題。讀者可以在不等式的兩端同加、同減或同乘
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，以便找出三種相應的證法來。這一點留給讀者自己去完成。
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