有對稱之美的海龍公式

游森棚
這學期我開的三門課之中，有一門是大一「基礎數學」。這門課的主要目的是鞏固學生的數學知識，並培養學生一點證明的概念，因此我ㄧ方面複習高中數學，一方面對每一個主題引進銜接相對應的大學教材。學生很肯學，課上得非常愉快。學期末剛剛講了三角函數，於是不免提到三角形的面積公式。

　　求三角形面積的公式有很多個，但是最整齊、最炫的公推海龍公式(Heron’s formula)：

　　已知
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分別長a、b、c，令：
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是周長的一半，則三角形的面積是
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。
　　這個式子對稱，所以漂亮(數學家對「對稱」有莫名的執著)。台大蔡聰明老師曾寫過一篇關於如何從對稱的觀點猜出海龍公式的精彩文章，非常值得一讀。但學生多半才不管公式是怎麼來的，反正會套就好。其實證明並不困難，利用三角形面積、正餘弦平方和為1與餘弦定理，就容易得證，可參閱高中課本。

　　但是學生都沒想到這居然還不是最複雜的，當看到習題出現推導四邊形的海龍公式時，就傻眼了。我給的習題是這樣的：

　　若四邊形四邊長依次為a、b、c、d，且s為周長之半，
[image: image7.wmf](

)

C

A

Ð

+

Ð

=

2

1

q

，則證明四邊形面積為□
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　　暫且不管會不會證明，光是觀察這個式子都有收穫。首先，三角形給了三邊就固定了形狀，但四邊形不是如此，給了四邊，形狀是無法確定的──比如正方形和菱形可以有相同的四邊長。這也是為什麼上式的根號裡多掛著一項的緣故。其次，如果
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(也就是說這是一個圓內接四邊形)，則因為
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，根號裡那個多餘的項就不見了！所以當四邊形有外接圓時，有面積的海龍公式：□
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，這是漂亮的結果，數學家(Euler)也曾經給過一個證明呢！
　　一個學生課後來找我，問如果四邊形有內切圓呢？問得好！當四邊形有內切圓時，已知四邊長a、b、c、d，
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，則也會有面積的海龍公式：□
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。所以，當四邊形又有內切圓，又有外接圓，則四邊形的面積是
[image: image14.wmf]abcd

，這真是第一眼難以相信的簡潔結果。那五邊形以上呢？學生順口又問。過了一會後他自己說，看起來不太切實際。因為只給定五邊長，條件太少了，要再給一堆量才能確定形狀。即使有海龍公式的話也是會掛著一堆參數，想必不甚美觀。我點點頭，這個話題就到此為止了。
　　但數學問題是沒有「到此為止」的，平面玩不下去就往空間發展。空間中與平面三角形對應的是「四面體」，我們可以問，給定四面體的六條邊長，可以有一個類似海龍公式的結果直接求體積嗎？有。為了看出類比，我們先回到三角形的海龍公式，其實可以寫成行列式的形式，讀者可自行驗證。(給高中讀者：4階以上的行列式必須用降階才能計算。一般的4階行列式展開有24項，不是8項)：
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　　那四面體的海龍公式呢？假設四個頂點為
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A

，令四面體體積為V。則有四面體的海龍公式：
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　　有一點數學基礎的讀者至此應該非常興奮，一般的模式已出現了。上面這兩個行列式看來如此有規則，更高維度空間的單形體積都能算，是嗎？是的！我們要先解釋一下名詞。
　　以拓樸學的角度來看，三角形是平面上的單形(simplex)，四面體是空間中的單形。
[image: image21.wmf]2

=

n

的情況是平面，平面(二維空間)上的單形就是三個一般位置(不要共線也)的點所圍成的區域。所謂的圍成區域，讀者想像一下一條橡皮筋箍住三個點，會箍成一個三角形。同理，
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的情況是空間，空間(三維空間)中的單形就是四個一般位置(三點不共線且四點不共面)的點圍成的區域。想像一下用保鮮膜包住這四個點，會包成一個四面體。數學的語言就是，空間中一般位置的四個點，其閉包(convex hull)形成一個三維單形。
　　所以n維空間中的「單形」就是
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個一般位置的點的閉包及其內部。現在給定n維空間中單形的各邊長(即兩兩頂點間的距離)，令這個單形體積為
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V

，則我們有：
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　　這叫凱萊-孟傑(Cayley-Menger)定理，這就是高維度空間的「海龍公式」！而各行列式前面的係數之分母所構成的數列──
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著實令人好奇。數學是互通的，只要問題夠基本，牽涉到的數列通常會出現在不同的問題中。但目前看來，這個數列只出現在這裡，倒是頗怪的一件事。
　　最後我們再回到三角形的海龍公式。回憶高中套海龍公式時，如果三邊長給得很醜惡，例如三邊長是
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求面積，那用海龍公式簡直是災難；另一方面，解題時也希望最後平方能開得出來，所以自然出現一個問題，哪些三角形有整數邊長，而且面積也是整數？
　　這些三角形稱為海龍三角形(Heronian triangle)，比如
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……等。那能不能寫出所有的海龍三角形？可以。第一個求出所有解的，據信又是歐拉，用現在的符號，所有的海龍三角形三邊長
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，其中m、n、k是正整數，且
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。而面積可由海龍公式算出來是
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　　聰明的讀者當然會問，那海龍四角錐，或是海龍單形呢？問得好！這牽涉到複雜的不定方程(diophantine equation)和橢圓曲線(elliptic curve)，到現在都還沒有完全解決，就留給讀者探索了。
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