台北市立瑠公國民中學八十八學年度數學科科展說明書

研究主題：奇妙的平行線

壹、研究動機

在二年級時，有一天我們在做第四冊的數學正多邊形的實驗，一個不小心，把一個已經剪好的正三角形掉到身上的長條紋制服上，接著我們看到一個現象，這個正三角形的三個頂點都剛好落在衣服的長條紋線上，對於這個現象，我們感到非常好奇，我們決定一探究竟。

貳、研究目的

我們研究的目的在於：「在給定的平行線上，以尺規作圖方式能不能作出正多邊形；若可以作出，那麼這幾條平行線之間要滿足甚麼條件？」

參、研究器材
長條紋制服、不同大小的正三角形、直尺、圓規、筆記型電腦（Acer Travelmate 332T）

電腦作業系統（Windows 98）、動態幾何作圖軟體（The Geometer’s Sketchpad V3.04N）
肆、參考資料
國中數學第四、五冊；國中選修數學第四、五冊

筆記電腦操作手冊（Acer Travelmate 332T User Guide）【隨機附送】

電腦作業系統操作手冊（Windows 98 User Guide）【松崗出版社】
動態幾何操作手冊（The Geometer’s Sketchpad User Guide）【九章出版社】
伍、研究過程
研究過程第一階段

一、初次檢驗想法是否正確

作出做不同大小的正三角形，然後讓這些不同大小的正三角形，在長條紋制服上移動、旋轉。我們發現到有正三角形的三個頂點可以同時落在長條紋上，因此我們推論：「任意三條平行線至少可以做出一個正三角形！」但是，要如怎樣才能把這個正三角形給找出來呢？於是我們決定下一個目標便是找出這個正三角形。

二、尋找平行線與正三角形之間的關係
想法：
剛開始我們的確不知如何著手，這時學校剛好教到相似形，我們想到：「無論正三角形的大小如何、與平行線之間的交角為幾度，他們彼此之間都是相似形。」，我們或許可以用逆推觀察的方法。如果我們能找到平行線與正三角形之間的相互關係後，或許我們可以利用此種關係把所要的正三角形給作出來。

觀察的步驟： 

步驟一：先以GSP做一個圓並在圓上作一任意點A，使點A能繞著圓心在圓上作動態旋轉。

步驟二：作出正三角形ABC，B、C兩點必需位於圓上。

步驟三：過正三角形三頂點作三條平行線，接著進行動態旋轉。

步驟四：以直覺觀察平行線與正三角形之間的相互關係。
步驟五：回到步驟一，改變圓的大小再進行觀察。
著手進行觀察：觀察過這三條平行線與正三角形之間有何關係
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觀察後的心得：

我們作了數次的模擬，我們始終無法觀察出平行線與正三角形之間有任何關聯，因此我們先假設平行線與正三角形之間並無任何關係存在，任意三條平行線都可以作出一個正三角形。如果這樣的假設在以後的研究中產生問題的話，我們再回頭來進行修正。

三、電腦模擬尋找正三角形的規則
想法：
由於一直無法突破困境，於是我們決定降低條件減少變數，原本是任意三條平行線，現在改變為其中兩條平線是固定不動的，然後再來觀察第三條平行線的移動情形與正三角形的變化情形。

觀察的步驟： 

步驟一：先以GSP作兩條平行線
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檔案編號:N9.gsp
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步驟二：
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在作一任意點A、
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上作一任意點B，使B能沿著
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作動態移動。

步驟三：連接
[image: image6.wmf]AB

，然後作一正三角形ABC。
步驟四：過C作
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，設定顯示C點軌跡，接著進行動態移動。

步驟五：以直覺觀察第三條平行線與正三角形之間的相互關係。

步驟六：以直覺觀察點C的軌跡。
著手進行觀察：觀察點C、
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與平行線的相互關係
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觀察後的心得：

我們觀察了數次的模擬，我們觀察出兩點關係。

關係一：正三角形ABC似乎是繞著A點旋轉、放大與縮小，旋轉與縮放的動作是同時間進行的。

關係二：我們猜測C點是延著一條直線移動，這條直線與平行線的交角為60度或120度。

四、歸納得出三平行線作正三角形的作圖方法
已知：三條平行線
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求作：一正三角形，正三角形的三個頂點必須位於不同的平行線上

作法：

1.作一正三角形AB’C’，A、C’位於
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上，B’位於
[image: image13.wmf]2

L

上。

2.連接
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於C。

3.在
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上作一點B，使
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，連接
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，三角形ABC即為所求。
五、證明作圖作出的三角形為正三角形
求證：三角形ABC為正三角形

證明：

1. 在三角形BAB’與三角形CAC’中

2. 
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3. 所以
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4. 因為
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，因為等腰三角形兩底角相等，頂角為60度，所以
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5. [image: image876.wmf]1

因為三角形ABC三內角均為60度，所以三角形ABC為正三角形。

研究過程第二階段

一、增加條件至四條平行線作正方形
本來研究應該在解決三條平行線作正三角形的問題之後終止，但是在這一連串的研究過程中，我們感覺到似乎這之中有著一個規則存在著，雖然我們目前仍無法很清楚的把這個規則給說出來，但是這樣的感覺引起我們的好奇心，因此我們決定繼續深入研究下去，在增加條件的情形下，是否仍能以相同的方法得出我們所想要的結果？於是我們決定增加問題的複雜度，研究一下，是否任意四條平行線都能夠作出一個正方形，這個正方形的四個頂點必須位於不同的平行線上，要是沒有辦法作出來的話，是否還要加入怎樣的限制條件呢？

二、尋找平行線與正方形之間的關係

觀察的步驟： 

步驟一：先以GSP做一個圓並在圓上作一任意點A使點A能繞著圓心在圓上作動態旋轉。

步驟二：作出正方形ABCD，B、C、D三點必需位於圓上。

步驟三：過正方形四頂點作四條平行線，接著進行動態旋轉。

步驟四：以直覺觀察平行線與正方形之間的相互關係。
步驟五：回到步驟一，改變圓的大小再進行觀察。
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著手進行觀察：觀察過這四條平行線與正方形之間有何關係

[image: image878.wmf]2

2

4

+


[image: image879.wmf]2


[image: image880.wmf]1


觀察後的心得：

我們作了數次的模擬，我們發現這四條平行線與正方形之間的關係。

若我們將這四條平行線自上而下依序定為
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之間的距離與
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之間的距離相等。而這是可以用幾何方式解釋的，因為正方形對邊平行且相等，只要利用三角形的全等就可以把這個關係解釋清楚。

三、電腦模擬尋找正方形的規則
想法：
如果有四條平行線，平行線自上而下依序為
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之間的距離與
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之間的距離相等，則我們可以用這四條平行線作出一個正方形，我們只要依據由三平行線作正三角形所得來的方式，我們一樣先降低條件減少變數，使原本是四條平行線，現在改變為其中兩條平行線是固定不動的，然後再來觀察第三、第四條平行線的移動情形與正方形的變化情形。

觀察的步驟： 

步驟一：先以GSP作兩條平行線
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步驟二：
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在作一任意點A、
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上作一任意點B，使B能沿著
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作動態移動。

步驟三：連接
[image: image49.wmf]AB

，然後作一正方形ABCD。
步驟四：過C作
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、過D作
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，設定顯示D點軌跡，接著進行動態移動。

步驟五：以直覺觀察第三、四條平行線與正方形之間的相互關係。

步驟六：以直覺觀察點D的軌跡。
著手進行觀察：觀察點D、
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與平行線的相互關係
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觀察後的心得：

我們觀察了數次的模擬，我們發現和三平行線作正三角形的情形有很多相似的地方。

關係一：正方形ABCD似乎是繞著A點旋轉、放大與縮小，旋轉與縮放的動作是同時間進行的。

關係二：我們猜測D點是延著一條直線移動，這條直線與平行線的交角為90度。

四、歸納得出四平行線作正方形的作圖方法
已知：四條平行線
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之間的距離與
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之間的距離相等

求作：一正方形，正方形的四個頂點必須位於不同的平行線上

作法：

1.作一正方形AB’C’D’，A、D’位於
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上，B’、C’位於
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2.連接
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於D，連接
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3.在
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上作一點B，使
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4.過D點作一條與AB平行的直線，交
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於C。

5.連接
[image: image72.wmf]BC

，則四邊形ABCD即為所求。
五、證明作圖作出的四邊形為正方形
求證：四邊形ABCD為正方形

證明：

1. 在三角形ABB’與三角形ADD’中

2. 
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4.因為
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的距離與
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的距離相等，
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6.因為
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研究過程第三階段
一、增加條件至五條平行線作正五邊形
看來在增加條件至四條平行線的情形下，仍能以相同的方法得出我們所想要的結果。於是我們決定再增加問題的複雜度，研究一下，是否任意五條平行線都能夠作出一個正五邊形，這個正五邊形的五個頂點必須位於不同的平行線上，要是沒有辦法作出來的話，是否還要加入怎樣的限制條件呢？
二、尋找平行線與正五邊形之間的關係

觀察的步驟： 

步驟一：先以GSP做一個圓並在圓上作一任意點A使點A能繞著圓心在圓上作動態旋轉。

步驟二：作出正五邊形ABCDE，B、C、D、E四點必需位於圓上。

步驟三：過正五邊形五頂點作五條平行線，接著進行動態旋轉。

步驟四：以直覺觀察平行線與正五邊形之間的相互關係。
步驟五：回到步驟一，改變圓的大小再進行觀察。
著手進行觀察：觀察過這五條平行線與正五邊形之間有何關係
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觀察後的心得：

我們發現五條平行線與正五邊形之間的關係。
我們將五條平行線自上而下依序定為
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關係一：
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之間的距離與
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之間的距離比為黃金分割比。
因為ABCDE為正五邊形，所以AB：CE為黃金分割比，
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之間的距離與
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之間的距離比為黃金分割比。
但是我們換一個角度來看，
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之間的距離與
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之間的距離比，也是AB：CE的距離比。
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關係二：
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之間的距離與
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之間的距離比為黃金分割比。
因為ABCDE為正五邊形，所以CD：BE為黃金分割比，
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之間的距離與
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之間的距離比也為黃金分割比。

但是我們換一個角度來看，

[image: image118.wmf]2

L

、
[image: image119.wmf]3

L

之間的距離與
[image: image120.wmf]4

L

、
[image: image121.wmf]5

L

之間的距離比，也是BE：CD的距離比。

三、電腦模擬尋找正五邊形的規則
想法：
我們可以依照以往的經驗，我們一樣先降低條件減少變數，使原本是五條平行線，現在改變為其中兩條平行線是固定不動的，然後再來觀察第三、第四、第五條平行線的移動情形與正五邊形的變化情形。

觀察的步驟： 

步驟一：先以GSP作兩條平行線
[image: image122.wmf]1

L

、
[image: image123.wmf]2

L

。

步驟二：
[image: image124.wmf]1

L

在作一任意點A、
[image: image125.wmf]2

L

上作一任意點B，使B能沿著
[image: image126.wmf]2

L

作動態移動。

步驟三：連接
[image: image127.wmf]AB

，然後作一正五邊形ABCDE。
步驟四：過C作
[image: image128.wmf]1

3

//

L

L

、過D作
[image: image129.wmf]1

4

//

L

L

、過E作
[image: image130.wmf]1

5

//

L

L

，設定顯示E點軌跡，接著進行動態移動。

步驟五：以直覺觀察第三、四、五條平行線與正五邊形之間的相互關係。

步驟六：以直覺觀察點E的軌跡。
[image: image889.wmf]L
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檔案編號:Gsp011.gsp
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C點軌跡線

檔案編號:Gsp006.gsp
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檔案編號:Gsp010.gsp


觀察後的心得：

我們觀察了數次的模擬，我們發現和三平行線作正三角形的情形有很多相似的地方。

關係一：正五邊形ABCDE似乎是繞著A點旋轉、放大與縮小，旋轉與縮放的動作是同時間進行的。

關係二：我們猜測E點是延著一條直線移動，這條直線與平行線的交角為108度或72度。

四、歸納得出五條平行線作正五邊形的作圖方法
已知：五條平行線
[image: image131.wmf]1

L

、
[image: image132.wmf]2

L

、
[image: image133.wmf]3

L

、
[image: image134.wmf]4

L

、
[image: image135.wmf]5

L

，滿足以下條件。


[image: image136.wmf]1

L

、
[image: image137.wmf]2

L

之間的距離與
[image: image138.wmf]3

L

、
[image: image139.wmf]4

L

之間的距離比為黃金分割比。


[image: image140.wmf]4

L

、
[image: image141.wmf]5

L

之間的距離與
[image: image142.wmf]2

L

、
[image: image143.wmf]3

L

之間的距離比為黃金分割比。
求作：一正五邊形，正五邊形的五個頂點必須位於不同的平行線上

作法：

1.作一正五邊形AB’C’D’E’，A、E’位於
[image: image144.wmf]1

L

上，B’、D’位於
[image: image145.wmf]2

L

上。

2.連接
[image: image146.wmf]'

'

E

D

並延長之交
[image: image147.wmf]3

L

於E，連接
[image: image148.wmf]AE

。

3.在
[image: image149.wmf]2

L

上作一點B，使
[image: image150.wmf]°
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Ð

108

BAE

，連接
[image: image151.wmf]AB

。
4.過E點作一條與
[image: image152.wmf]AB

平行的直線，交
[image: image153.wmf]4

L

於C，連接
[image: image154.wmf]BC

、
[image: image155.wmf]BE

。

5.過C點作一條與
[image: image156.wmf]BE

平行的直線，交
[image: image157.wmf]5

L

於D，連接
[image: image158.wmf]DE

。則五邊形ABCDE即為所求。
[image: image893.wmf]L
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檔案編號:Gsp008.gsp

C點軌跡線


五、證明作圖作出的五邊形為正五邊形
求證：五邊形ABCDE為正五邊形

證明：

1. 在三角形ABB’與三角形AEE’中

2. 
[image: image159.wmf]AE
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、
[image: image160.wmf]'
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、
[image: image161.wmf]°
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3.所以
[image: image162.wmf]'
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（ASA），因此
[image: image163.wmf]AE
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、
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4.因為
[image: image165.wmf]°
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、
[image: image166.wmf]°
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，所以
[image: image167.wmf]BE

AB
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為黃金分割比。因為
[image: image168.wmf]CE

AB
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、
[image: image169.wmf]1

L

、
[image: image170.wmf]2

L

之

間的距離與
[image: image171.wmf]3

L

、
[image: image172.wmf]4

L

之間的距離比為黃金分割比，所以
[image: image173.wmf]CE

AB

:

為黃金分割比。因此我們知道


[image: image174.wmf]CE

BE
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。
5.因為
[image: image175.wmf]CE

BE
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、
[image: image176.wmf]°
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、
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，所以
[image: image178.wmf]°
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、三角形BEC為等腰三角形，


[image: image179.wmf]°
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，所以
[image: image180.wmf]°
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。
6.因為
[image: image181.wmf]CD
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、
[image: image182.wmf]°
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，所以
[image: image183.wmf]°
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、
[image: image184.wmf]°
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。因為
[image: image185.wmf]4

L

、
[image: image186.wmf]5

L

之間的距離

與
[image: image187.wmf]2

L

、
[image: image188.wmf]3

L

之間的距離比為黃金分割比，所以
[image: image189.wmf]BE

CD

:

為黃金分割比，因為
[image: image190.wmf]BE

AB

:

也為黃金分割

比，所以
[image: image191.wmf]CD
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。
7.因為
[image: image192.wmf]CD
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、
[image: image193.wmf]CE
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、
[image: image194.wmf]°
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，所以三角形ABE全等於三角形DCE，

因此
[image: image195.wmf]°
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、
[image: image196.wmf]°
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8.因為
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，所以五邊形ABCDE為正五邊形。
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½u¬q ab ªø«×    =     0.71 cm

½u¬q cd ªø«×    =     0.71 cm


研究過程第四階段
一、增加條件至六條平行線作正六邊形
看來在增加條件至五條平行線的情形下，仍能以相同的方法得出我們所想要的結果。於是我們決定再增加問題的複雜度，研究一下，是否任意六條平行線都能夠作出一個正六邊形，這個正六邊形的六個頂點必須位於不同的平行線上，要是沒有辦法作出來的話，是否還要加入怎樣的限制條件呢？
二、尋找平行線與正六邊形之間的關係

觀察的步驟： 

步驟一：先以GSP做一個圓並在圓上作一任意點A使點A能繞著圓心在圓上作動態旋轉。

步驟二：作出正六邊形ABCDEF，B、C、D、E、F五點必需位於圓上。

步驟三：過正六邊形六個頂點作六條平行線，接著進行動態旋轉。

步驟四：以直覺觀察平行線與正六邊形之間的相互關係。
步驟五：回到步驟一，改變圓的大小再進行觀察。
著手進行觀察：觀察過這六條平行線與正六邊形之間有何關係
[image: image895.wmf]a

b

c
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檔案編號:Gsp019.gsp

½u¬q ab ªø«×    =     3.81 cm

½u¬q cd ªø«×    =     3.81 cm


觀察後的心得：

我們發現這六條平行線與正六邊形之間的關係。

我們將這六條平行線自上而下依序定為
[image: image198.wmf]1

L

、
[image: image199.wmf]2

L

、
[image: image200.wmf]3

L

、
[image: image201.wmf]4
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、
[image: image202.wmf]5

L

、
[image: image203.wmf]6

L

。
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檔案編號:Gsp020.gsp

½u¬q ab ªø«×    =     6.37 cm

½u¬q cd ªø«×    =     6.37 cm

關係一：


[image: image204.wmf]1

L

至
[image: image205.wmf]2

L

的距離與
[image: image206.wmf]5

L

至
[image: image207.wmf]6

L

的距離相等；


[image: image208.wmf]2

L

至
[image: image209.wmf]3

L

的距離與
[image: image210.wmf]4

L

至
[image: image211.wmf]5

L

的距離相等。

因為ABCDEF為正六邊形，所以對邊平行且相等，

所以
[image: image212.wmf]1

L

至
[image: image213.wmf]2

L

的距離與
[image: image214.wmf]5

L

至
[image: image215.wmf]6

L

的距離相等；


[image: image216.wmf]2

L

至
[image: image217.wmf]3

L

的距離與
[image: image218.wmf]4

L

至
[image: image219.wmf]5

L

的距離相等。
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檔案編號:Gsp021.gsp

½u¬q ab ªø«×    =     7.27 cm

½u¬q cd ªø«×    =     7.27 cm

關係二：


[image: image220.wmf]3

L

至
[image: image221.wmf]4

L

的距離為
[image: image222.wmf]1

L

至
[image: image223.wmf]2

L

的距離的兩倍。

因為ABCDEF為正六邊形，所以
[image: image224.wmf]CD

AB

//

。

因此
[image: image225.wmf]AB

CF

:

等於
[image: image226.wmf]3

L

至
[image: image227.wmf]4

L

的距離比上
[image: image228.wmf]1

L

至
[image: image229.wmf]2

L

的距離，

又因為
[image: image230.wmf]AB

CF
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，所以
[image: image231.wmf]3

L

至
[image: image232.wmf]4

L

的距離為
[image: image233.wmf]1

L

至
[image: image234.wmf]2

L

的距離的兩倍。
但是我們換一個角度來看，


[image: image235.wmf]3

L

至
[image: image236.wmf]4

L

之間的距離與
[image: image237.wmf]1

L

至
[image: image238.wmf]2

L

之間的距離比，也是CF：AB的距離比。

三、電腦模擬尋找正六邊形的規則
想法：
我們可以依照以往的經驗，我們一樣先降低條件減少變數，使原本是六條平行線，現在改變為其中兩條平行線是固定不動的，然後再來觀察第三、第四、第五、第六條平行線的移動情形與正六邊形的變化情形。

觀察的步驟： 

步驟一：以GSP作兩條平行線
[image: image239.wmf]1

L

、
[image: image240.wmf]2

L

。
[image: image241.wmf]1

L

在作一任意點A、
[image: image242.wmf]2

L

上作一任意點B，使B能沿著
[image: image243.wmf]2

L

作動態移動。

步驟二：連接
[image: image244.wmf]AB

，作一正五邊形ABCDEF。

步驟三：過C作
[image: image245.wmf]1

3

//

L

L

、過D作
[image: image246.wmf]1
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L

、過E作
[image: image247.wmf]1
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//

L

L

、過F作
[image: image248.wmf]1
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//

L

L

，顯示F點軌跡，進行動態移動。

步驟四：以直覺觀察第三、四、五、六條平行線與正六邊形之間的相互關係並觀察點F的軌跡。
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觀察後的心得：
我們觀察了數次的模擬，我們觀察出兩點關係。

關係一：正六邊形ABCDEF似乎是繞著A點旋轉、放大與縮小，旋轉與縮放的動作是同時間進行的。

關係二：我們猜測F點是延著一條直線移動，這條直線與平行線的交角為120度或60度。

四、歸納得出六平行線作正六角形的作圖與證明方法
已知：

六條平行線，這六條平行線自上而下依序定為
[image: image249.wmf]1

L

、
[image: image250.wmf]2

L

、
[image: image251.wmf]3

L

、
[image: image252.wmf]4

L

、
[image: image253.wmf]5

L

、
[image: image254.wmf]6

L

且有以下兩個關係。

關係一：
[image: image255.wmf]1

L

至
[image: image256.wmf]2

L

的距離與
[image: image257.wmf]5

L

至
[image: image258.wmf]6

L

的距離相等；
[image: image259.wmf]2

L

至
[image: image260.wmf]3

L

的距離與
[image: image261.wmf]4

L

至
[image: image262.wmf]5

L

的距離相等。

關係二：
[image: image263.wmf]3

L

至
[image: image264.wmf]4

L

的距離為
[image: image265.wmf]1

L

至
[image: image266.wmf]2

L

的距離的兩倍。

求作：一正六邊形，正六邊形的六個頂點必須位於不同的平行線上

作法：

1.作一正六邊形AB’C’D’E’F’，A、F’位於
[image: image267.wmf]1

L

上，B’、E’位於
[image: image268.wmf]2

L

上。
2.連接
[image: image269.wmf]'
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F

E

，延長之交
[image: image270.wmf]3

L

於F。在
[image: image271.wmf]2

L

上作一點B，使
[image: image272.wmf]°
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FAB

，連接
[image: image273.wmf]AB

。
3.過F作一直線與
[image: image274.wmf]AB

平行，交
[image: image275.wmf]4

L

於C，連接
[image: image276.wmf]BC

並作
[image: image277.wmf]CF

的中點O。
4.連接
[image: image278.wmf]AO

並延長之，交
[image: image279.wmf]6

L

於D；連接
[image: image280.wmf]BO

並延長之，交
[image: image281.wmf]5

L

於E。
5.連接
[image: image282.wmf]CD

、
[image: image283.wmf]DE

、
[image: image284.wmf]EF

，則六邊形ABCDEF即為所求

五、證明作圖作出的六邊形為正六邊形
求證：六邊形ABCDEF為正六邊形

證明：

1. 在三角形ABB’與三角形AFF’中

2. 
[image: image285.wmf]AF
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3.所以
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（ASA），因此
[image: image289.wmf]AF
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4.因為
[image: image290.wmf]CF
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、
[image: image291.wmf]3

L

至
[image: image292.wmf]4

L

的距離為
[image: image293.wmf]1
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至
[image: image294.wmf]2

L

的距離的兩倍、
[image: image295.wmf]°
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，所以
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[image: image297.wmf]CF
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5.因為O為
[image: image298.wmf]CF

的中點，所以
[image: image299.wmf]AF

AB

FO

CO

=

=

=

。又因為
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，因此三角形AFO為正三角形。

6.所以
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、
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7.因為
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，所以
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，又因為
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8.所以三角形ABO為正三角形，則
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10.因為
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14.因為
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，所以六邊形ABCDEF為正六邊形
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研究過程第五階段
一、增加條件至八條平行線作正八邊形
看來在增加條件至六條平行線的情形下，仍能以相同的方法得出我們所想要的結果。因為正七邊形是無法以尺規作圖方式作出的，於是我們決定一次增加兩條平行線，研究一下，是否任意八條平行線都能夠作出一個正八邊形，這個正八邊形的八個頂點必須位於不同的平行線上，要是沒有辦法作出來的話，是否還要加入怎樣的限制條件呢？
二、尋找平行線與正八邊形之間的關係

觀察的步驟： 

步驟一：先以GSP做一個圓並在圓上作一任意點A使點A能繞著圓心在圓上作動態旋轉。

步驟二：作出正八邊形ABCDEFGH，B、C、D、E、F、G、H七點必需位於圓上。

步驟三：過正八邊形八個頂點作八條平行線，接著進行動態旋轉。

步驟四：以直覺觀察平行線與正八邊形之間的相互關係。
步驟五：回到步驟一，改變圓的大小再進行觀察。
著手進行觀察：觀察過這八條平行線與正八邊形之間有何關係
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觀察後的心得：

我們發現這八條平行線與正八邊形之間的關係。

我們將這八條平行線自上而下依序定為
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、
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關係一：
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的距離與
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的距離相等；


[image: image339.wmf]2

L

至
[image: image340.wmf]3

L

的距離與
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的距離與
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至
[image: image346.wmf]6
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的距離相等。

而這是很容易理解的，因為正八邊形對邊平行且相等。

關係二：


[image: image347.wmf]3

L

至
[image: image348.wmf]4

L

的距離為
[image: image349.wmf]1

L

至
[image: image350.wmf]2

L

的距離的
[image: image351.wmf]2

1

+

倍。
[image: image905.wmf]A

B

L

2

L

1

C

D

L

4

E

L

5

L

3

檔案編號:Gsp013.gsp

如圖，因為
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的距離比等於
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但是我們換一個角度來看，
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至
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的距離與
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的距離的比，不就等於
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關係三：
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L

至
[image: image364.wmf]5
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的距離為
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的距離的
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如圖，因為AC//DH，所以
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的距離比上
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的距離等於
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但是我們換一個角度來看，
[image: image373.wmf]4

L

至
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的距離與的
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至
[image: image376.wmf]3
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的距離比等於
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三、電腦模擬尋找正八邊形的規則
想法：
我們可以依照以往的經驗，我們一樣先降低條件減少變數，使原本是八條平行線，現在改變為其中兩條平行線是固定不動的，然後再來觀察第三、四、五、六、七、八條平行線的移動情形與正八邊形的變化情形。

觀察的步驟： 

步驟一：以GSP作兩條平行線
[image: image378.wmf]1

L

、
[image: image379.wmf]2

L

。
[image: image380.wmf]1
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在作一任意點A、
[image: image381.wmf]2

L

上作一任意點B，使B能沿著
[image: image382.wmf]2

L

作動態移動。

步驟二：連接
[image: image383.wmf]AB

，然後作一正五邊形ABCDEFGH。
步驟三：過C作
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L

、過D作
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、過E作
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、過F作
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、過G作
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L

L

、過H作
[image: image389.wmf]1
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L
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步驟四：設定顯示H點軌跡，接著進行動態移動。

步驟五：以直覺觀察第三、四、五、六、七、八條平行線與正八邊形之間的相互關係。

步驟六：以直覺觀察點H的軌跡。
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觀察後的心得：
我們觀察了數次的模擬，我們觀察出兩點關係。

關係一：正六邊形ABCDEFGH似乎是繞著A點旋轉、放大與縮小，旋轉與縮放的動作是同時間進行的。

關係二：我們猜測H點是延著一條直線移動，這條直線與平行線的交角為135度或45度。

四、歸納得出八條平行線作正八邊形的作圖方法
已知：

八條平行線，八條平行線自上而下依序為
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滿足以下條件。

條件一：
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的距離與
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的距離相等；
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的距離與
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的距離相等；
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的距離與
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至
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的距離相等。

條件二：
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的距離為
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的距離的
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的距離為
[image: image417.wmf]2
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至
[image: image418.wmf]3

L

的距離的
[image: image419.wmf]2

倍。
求作：一正八邊形，正八邊形的八個頂點必須位於不同的平行線上

作法：

1.作一正八邊形AB’C’D’E’F’G’H’，A、H’位於
[image: image420.wmf]1

L

上，B’、G’位於
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上。
2.連接
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上作一點B，使
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3.過H作一直線與
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L

於C，連接
[image: image430.wmf]BC

。過B作一直線與
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於G，連接
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4.連接
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5.連接
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於F；連接
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於E；連接
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6.連接
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，則八邊形ABCDEFGH即為所求
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五、證明作圖作出的八邊形為正八邊形
求證：八邊形ABCDEFGH為正八邊形
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證明：共四個步驟

步驟一：目的：證明
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1. 三角形ABB’與三角形AHH’中

2. 
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3.所以
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步驟二：目的：證明
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1. 作
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2. 因為
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3. 因為
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步驟三：目的：證明
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3. 因為
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步驟四：目的：證明
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2.因為
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4. 所以
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7. 所以
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，因此八邊形ABCDEFGH為正八邊形。
六、研究結果
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1.三條平行線作正三邊形：

我們研究的結果是：「在任意三條平行線上，可以以尺規作圖方式作出一個正三角形，這個正三角形的三個頂點位於不同的平行線上。」作法其實並不難，如果今天有三條平行線
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、
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、
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L

，我們只要依循以下的尺規作圖步驟，便可把所要的正三角形作出來：

條件：
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之間的無關係存在
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2.四條平行線作正四邊形：

當我們更進一步加深問題，增加平行線為四條平行線時，我們發現並非任意的四條平行線都可以作出正四邊形，這四條平行線
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、
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、
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、
[image: image592.wmf]4

L

必須符合以下條件，然後我們依循著以下的尺規作圖步驟，便可把所要的正四邊形給作出來：

條件：
[image: image593.wmf]1

L

、
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之間的距離與
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、
[image: image596.wmf]4

L

之間的距離相等。
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3.五條平行線作正五邊形：

當我們更進一步加深問題，增加平行線為五條平行線時，我們發現平行線與平行線之間的距離關係更加的複雜，並非任意的五條平行線都可以作出正五邊形，這五條平行線
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、
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必須符合以下條件，然後我們依循著以下的尺規作圖步驟，才可以把所要的正五邊形給作出來：

條件：
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之間的距離與
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之間的距離比為黃金分割比。
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之間的距離與
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之間的距離比為黃金分割比。
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4.六條平行線作正六邊形：
當我們更進一步加深問題，增加平行線為六條平行線時，我們發現這六條平行線
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、
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必須符合以下條件，然後我們依循著以下的尺規作圖步驟，便可把所要的正六邊形給作出來：

條件一：
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的距離與
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的距離相等；
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的距離與
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的距離相等。
條件二：
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的距離為
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的距離的兩倍。
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5.八條平行線作正八邊形：

由於正七邊形無法尺規作圖，所以我們平行線增加一口氣增加到八條平行線，我們發現這八條平行線
[image: image628.wmf]1

L

、
[image: image629.wmf]2

L

、
[image: image630.wmf]3

L

、
[image: image631.wmf]4

L

、
[image: image632.wmf]5

L

、
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、
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必須符合以下條件，然後我們依循著以下的尺規作圖步驟，便可把所要的正八邊形給作出來：

條件一：
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[image: image638.wmf]7

L

至
[image: image639.wmf]8

L

的距離相等；
[image: image640.wmf]2

L

至
[image: image641.wmf]3

L

的距離與
[image: image642.wmf]6

L

至
[image: image643.wmf]7

L

的距離相等；


[image: image644.wmf]3

L

至
[image: image645.wmf]4

L

的距離與
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的距離相等。
條件二：
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的距離為
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的距離為
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的距離的
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6.將已知的結果綜合整理：

相同處：
作圖的方式：

我們利用
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、
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作一個小正多邊形
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上，然後我們再將這個小正多邊形以
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為中心，給旋轉放大，得到我們所要求的正多邊形。
相異處：
最大的不同處便是在於平行線之間的關係。

	正多邊形
	平行線之間的關係
	平行線之間的關係（另類講法）

	正三邊形
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之間的無關係存在
	

	正四邊形
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之間的距離與
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、
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之間的距離相等
	

	正五邊形
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之間的距離與
[image: image680.wmf]3
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、
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之間的距離比為黃金分割比
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之間的距離與
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之間的距離比為黃金分割比
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之間的距離與
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、
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之間的距離比，不也正是AB：CE的距離比


[image: image690.wmf]2

L

、
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之間的距離與
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、
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之間的距離比，不也正是BE：CD的距離比

	正六邊形
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的距離與
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的距離為
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的距離的兩倍
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之間的距離與
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之間的距離比，不正也是CF：AB的距離比

	正八邊形
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的距離與
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的距離相等
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的距離為
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的距離的比，不就等於AB：CH
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平行線之間的關係似乎是雜亂無規則可循，但是上面的幾個例子中，我們從平行線之間的關係（另類講法）中可以看出來，平行線之間的距離比就是正多邊形的邊長與頂點間連線的長度比，雖然這個論點只是我們的猜想，但我們可以利用這個論點，嘗試發展N條平行線作正N邊形，N條平行線之間的距離關係的通式。

七、推論

我們由研究結果來猜測N條平行線作正N邊形的情形，當平行線的數目N增大時，如果我們想在N條

平行線上作出正N邊形的話，平行線與平行線之間的距離關係更加的複雜，但是我們仍可找出一些共通的規則。

嘗試推論N條平行線作正N邊形：
如果今天有N條平行線，N條平行線由上而下依次命名為
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正N邊形的N個頂點用
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我們利用平行線之間的距離比就是正多邊形的邊長與頂點間連線的長度比這一個論點。

若N為偶數，則N條平行線之間的距離關係為：
關係一：

因為N為偶數，利用對邊平行且相等，我們可以知道
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關係二：
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我們試試看，當N=6時，是否能作出我們想要的平行線？

關係一：
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沒有錯，這兩個關係與六平行線作六邊形時所需的關係一樣。

我們進一步再試N=12時，是否能作出我們所想要的平行線？

關係一：
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關係二：
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若N為奇數，則N條平行線之間的距離關係為：
關係：
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我們試試看，當N=5時，是否能作出我們所想要的平行線？
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沒有錯，這兩個關係與六平行線作六邊形時所需的關係一樣
我們進一步再試N=9時，是否能作出我們所想要的平行線？
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若今天有N條平行線，這N條平行線滿足上述的條件，則我們可以在N條平行線上作出正N邊形。 

猜測N條平行線作正N邊形的尺規作圖方式：

步驟一：作一正N邊形，這個N邊形，其中
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步驟二：連接
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 EMBED Equation.3  [image: image793.wmf]1
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於
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步驟三：在
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上作一點
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然後我們只要以線段
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為基礎，以尺規作圖裡的等角作圖與等邊作圖的方式，便可以作出一個我們所要求的正N邊形
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A
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 EMBED Equation.3  [image: image810.wmf]2
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，而且正N邊形的N個頂點位於不同的平行線上。因為以一個正N邊形來說的話，如果我們要決定一個正多邊形的大小與位置，我們只要固定：

正N邊形其中一個頂點，與此頂點相鄰的兩個邊與其夾角。
因此雖然三平行線作正三邊形、四平行線作四邊形、五平行線作正五邊形、六平行線作正六邊形、八平行線作正八邊形。它們的作圖步驟雖然在這三個步驟之外仍有相當多的步驟，不過沒有關係，因為其他的步驟只是為了方便我們證明作出來的多邊形是正多邊形而已
八、結論

我們是可以在給定的平行線上作出正多邊形的，但是必須要滿足以下幾點條件。

1.首先，這個正多邊形必須可以用尺規作圖作出。

並不是所有的正多邊形都可以用尺規作圖作出，所以我們的研究範圍只涵蓋可以用尺規作圖作出的正多邊形部分。而且我們所使用的作圖方式，也是尺規作圖，所以無法以尺規作圖作出的正多邊形我們均不討論。例如：正七邊形、正十一邊形等。
2.平行線之間要滿足以下條件才能作出正多邊形

N條平行線，N條平行線由上而下依次命名為
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我們把
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之間的距離用
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之間的距離用
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正N邊形的N個頂點用
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若N為偶數，則N條平行線之間的距離關係為：
關係一：

因為N為偶數，利用對邊平行且相等，我們可以知道
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關係二：
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若N為奇數，則N條平行線之間的距離關係為：
關係：
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3. N條平行形線作正N邊形的尺規作圖方式：
步驟一：作一正N邊形，這個N邊形，其中
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步驟二：連接
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步驟三：在
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然後我們只要以線段
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為基礎，以尺規作圖裡的等角作圖與等邊作圖的方式，便可以作出一個我們所要求的正N邊形
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 EMBED Equation.3  [image: image867.wmf]2
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。因為以一個正N邊形來說的話，如果我們要決定一個正多邊形的大小與位置，我們只要固定住正N邊形其中的一個頂點，與此頂點相鄰的兩個邊與其夾角即可。
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