
中華民國第四十六屆中小學科學展覽會 

作品說明書 

 
 

高中組  數學科 

佳作 

 

040406 

三角形到四面體的完全類比  

 

學校名稱： 國立花蓮高級中學 

作者： 

高二 林志成 

高二 郭文杰 

高二 鍾思齊 

高二 李宗燁  

指導老師： 

羅伸儀 

 

關 鍵 詞：三角形、類比、四面體



   1

壹、摘要 

         在 平 面 三 角 形 的 性 質 中 ， 有 面 積 公 式 ：
×底 高

2
、

θabsin

2
、

( )( )( )S S a S b S c− − − ；三角形的正弦公式： 2
sin sin sin

a b c R
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= = = ；餘弦

公式：
2 2 2

cos
2

a b cC
ab

+ −
= ；外接圓半徑和內接圓半徑等等。如果把這些性質

類比到空間四面體中會是什麼樣的形式呢？以下就是我們的探討過程。 

貳、研究動機 
我們在二年級上學期時，那時我們對於平面三角形的性質也都學習的差

不多了，而學校又正好教到空間向量，討論正四面體的體積和內、外接球半

徑的算法，我們發現三角形和四面體都是二維和三維空間中，分別由最少邊、

面所組成的圖形，又發現他們的形狀都滿相似的，像是正三角形和正四面體；

直角三角形和直角四面體；等腰三角形和等腰四面體等等。感覺彼此似乎有

類似的關係，於是我們便開始推想是否有其他三角形的性質可以類比到四面

體！ 

叁、研究目的 
以類比方式，藉著三角形在平面上的性質，推導出四面體在空間中之性

質。 

肆、研究設備及器材 
筆、紙、電腦 
Microsoft Word, The Geometer’s Sketchpad(GSP)4.0 版, 3D Studio Max 

伍、研究過程 

一、基礎性質篇：在所有數學著作中最重要的便是基礎，整篇數學的架構都

必須在公設、定義下推衍，一如幾何中經典名著幾何原本一樣，我們也

期望能以數學嚴謹的精神進行研究，這便是第一篇的中心思想。 

（一）方向：將三角形點類比為四面體線，三角形線類比為四面體面，

三角形面積類比為四面體體積。 

定義 1：四面體四頂點分別為 4321 PPPP ，則由 413412312 ,, PPPPPPPPP ∠∠∠ 此

三角圍成之角稱之為三面角 4321 PPPP −∠ 。 

定義 2： 4321 PPPP −∠ = 2 1 3 2 1 4 3 1 4P PP P PP P PP∠ +∠ +∠ 。 
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（若 4321 PPPP −∠ = '
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定義 3： 4321 PPPP −∠ 和
'

4
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2
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1 PPPP −∠ ，若 413412312 ,, PPPPPPPPP ∠∠∠ 依序
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PPPPPPPPP ∠∠∠ 則此二角度全等。 

定義 4：若兩四面體六稜對應相等，則此二四面體全等。 

定義 5：由三組相互垂直之向量張出之四面體為直角四面體，其中張出之

角稱為直角三面角，直角三面角的對面為斜面，另外三面皆稱之為股面。 

（二）基礎性質： 

類推的第一步我們想從國中剛接觸幾何時的性質開始想，首先想到的就

是三角形全等性質。 

(1)三角形有 SSS、SAS、RHS、AAS 全等性質。 

類推：四面體有 FFF、FAF、RHF、AAAF 全等性質。 

FFF－若兩四面體三面對應全等，則兩四面體全等。 

Proof：因三面對應全等，故其組成第四面之三稜皆對應相等，故第四面

也相等，得其六稜、三面角對應相等，根據定義四得其全等。 

 

FAF－若兩四面體其中兩面對應全等，且此二面共同之三面角至少有一與

另一四面體對應相等，則兩四面體全等。 

Proof：如圖 1、2，設兩四面體 EGHACD Δ≅Δ ， ABC EFGΔ ≅ Δ ，三面角

BCDA −∠ ＝ FGHE −∠ 。則 AB ＝ EF 、 AD = EH ，

BAD∠ = BCDA −∠ - BAC∠ - CAD∠  

= FGHE −∠ - FEG∠ - GEH∠ = FEH∠ ，得 ABD EFHΔ ≅ Δ （SAS），由 FFF

得兩四面體全等。同理，若 EGHACD Δ≅Δ ， ABC EFGΔ ≅ Δ ，三面角

∠C-ABD＝ FEHG −∠ ，兩四面體也全等。 

 

 

 

 

 

RHF－若兩直角四面體一股面及斜面對應相等，則兩四面體全等。 
圖 1 圖 2 
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Proof：如圖 3、4，設兩四面體 EFGABC Δ=Δ ， EGHACD Δ=Δ ，則兩四

面體五稜對應相等，又 BCDΔ 中CD、BC 皆已固定，由畢氏定理得 BD 固

定，得 BCDΔ 也對應相等，由 FFF 得兩四面體全等。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

AAAF─若兩四面體三個三面角對應相等且一個面對應相等，則兩四面體

全等。 

Proof：如圖 5，將四面體 ABCE 及四面體 GHIK 展開〈其中 A、F、D 三

點重合，G、L、J 三點重合〉，設 GHIABC Δ≅Δ 且全部三面角對應相等(Θ

三個三面角若相等，第四個必相等)。 

則 HIBC = ， IJCD = ， HIJBCD ∠=∠ ，由餘弦定理得 HJBD = ，同理

ILCF = ⇒ HILBCF Δ≅Δ 、 HIJBCD Δ≅Δ 〈SAS〉 

JHIDBCHILBCF ∠=∠∠=∠ 且 又 HIBC =  

HINBCM Δ≅Δ⇒ 〈ASA〉 

LHJJHILHIDBCFBCFBD ∠=∠−∠=∠−∠=∠ 且 HLBF = 又 BD HJ=  

HLJBFD Δ≅Δ⇒ 〈SAS〉 LJFD =⇒  

又 −=−∠−=∠ οοΘ 360360 ABCEFED ABCE −∠ = LKJ∠ ，且 FEDΔ 、

LKJΔ 為等腰三角形 EFD EDF KLJ KJL⇒∠ =∠ = ∠ = ∠  

EFD KLJ⇒ Δ ≅ Δ 〈AAS〉 

圖 3 圖 4 
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四邊形 BCDF= BFDBCD Δ+Δ = HLJHIJ Δ+Δ =四邊形 HIJL 

=⇒ BFEDC五邊形 四邊形 BCDF- EFDΔ =四邊形 HIJL- KLJΔ =五邊形

HLKJI 

⇒得兩四面體全等。 
 
 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

三角形中三心的性質一直是國、高中生最重視的項目之一，三心的找法是國

中幾何中重要的方法，空間中四面體外心、重心也和三角形外心、重心有所

關聯，接下來我們會討論其找法，至於內心牽扯到角度，目前尚未成功探討。 
 
定義 6：四面體中外接圓圓心稱為此四面體的外心，此點到四頂點等距。 
 
〈2〉三角形外心找法－取三角形三邊中點，分別以三邊中點為垂足作三邊之

垂線，則此三條垂線交於外心。 
類比：四面體外心找法－取四面體四個面外心，分別以四面外心為垂足作四

條垂直四面之線，則此四條垂線交於外心。 

Proof：如圖四面體 ABCD 中，四面外心分別為 1O 、 2O 、 3O 、 4O ，M 為CD

中點， 11OE 、 22OE 、 33OE 、 44OE 分別為四面垂線 

〈I〉連 MO1 、 MO2 ，∵ 1O 、 2O 為外心⇒ MO1 ⊥CD 、 MO2 ⊥CD  

⇒平面 21MOO 是CD 的垂直平分面 

圖 5 
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∵ 11OE ⊥平面 BCD⇒ 11OE ⊥CD ⇒ 11OE 在CD 的垂直平分面上，同理， 22OE

也在CD 的垂直平分面上，又 11OE 、 22OE 不平行⇒ 11OE 、 22OE 相交。 

（II）設此交點為 O，過 O 對△ABD 做垂線交其於
'

3O 。 

∵ CO1 = BO1 = DO1 ⇒ OC =OB =OD，又∵ AO2 = CO2 = DO2 ⇒ OC =OA =OD  

⇒ OC =OB =OD =OA ⇒ AO '3 = BO '3 = DO '3 ⇒ '
3O 為△ABD 之外心，⇒ '

3O 、

3O 重合，即 33OE 過 O，同理可推得四線共點。 

（III）由（II）知OC =OB =OD =OA ，故 O 為四面體之外心。 

 

若以物理的方法來想四面體的重心，如圖，將四面體想成由無限多個平行於

底面的橫切面所構成；而每一橫切面都是相似三角形，它們的重心應排列在

一直線上，即頂點到底面的重心連線。這告訴我們：一四面體的重心應在每

一頂點到其對應的底面的重心連線的交點上！故一四面體的四個頂點到其對

應的底面的重心連線必共點，而此交點即為此四面體的重心，下面我們將以

數學觀點證明此事。 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
定義 7：四面體中若一點和任三頂點所組成的四面體體積皆相等，則此點為其

重心。 

圖 6 圖 7 
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（3）三角形重心找法：分別取三角形三個邊的中點，在分別將其對頂點與中

點相連，則此三條線交於一點重心。 
 
類比：四面體重心找法：分別取四面體四個面的重心，再分別將其對頂點與

重心相連，則此四條線必交於一點重心。 
Proof：先證四線共點 
（I）如圖 6，四面體 ABCD 中，△BCD、△ACD、△ABD、△ABC 重心分

別為 1G 、 2G 、 3G 、 4G ，M 為CD 中點，P 為 BC 中點，F 為 AC 中點，J 為 AB

中點。  

（II）∵平面 ABM 和平面 APD 會交於一條線 1AG ，又平面 ABM 和平面 APD

只會和平面 BDF 交於一點 Q，且 Q 在 1AG 上，已知 2BG 在平面 ABM、BDF

上、 4DG 在 APD、BDF 上⇒ 2BG 、 4DG 必過 Q，⇒ 2BG 、 4DG 、 1AG 共

點，同理作平面 JCD⇒ 3CG 也過 Q⇒四線會共點於 Q。 

 

（III）Q有一性質，對圖6中G所在的一截面APD進行探索，其中P為 BC 稜線

的中點；則 4AG ： PG4 ＝2：1＝ 1DG ： PG1 ，設 AQ ＝k 1QG ，則

41 1
3

)1(31
1

1
PG

k
PD

k
kPA

k
PG

k
kPQ

+
+

+
=

+
+

+
= ，∵ DQG −−4 三點共線，可得 

1
1

3
)1(3

=
+

+
+ kk

k 3=⇒ k  

 

（IV）如圖 7（圖 6 之四面體和圖 7 相等），四面體中 1G 為底面三角形重心，

連 1AG 作 AO ⊥底面 BCD，作QE 平行於 DG1 ，則 ED 為四面體 QBCD 之高，

令其為 1h ，由（3）可知∵ 1: QGAQ =3：1 1:3: =⇒ EOAE AOEO
4
1

=⇒ ，若

四面面積分別為△BCD、△ABC、△ABD、△ACD 且對應之高為 1H 、 2H 、 3H 、

4H ，則有方程式 4321 HACDHABDHABCHBCD ×Δ=×Δ=×Δ=×Δ ，這裡

1H = AO ⇒  1H =4 1h ，同理令四面體 QABC、QABD、QACD 之高分別為 1h 、 2h 、

3h ，得 4321 4444 hACDhABDhABChBCD ×Δ=×Δ=×Δ=×Δ ，故任三點至 Q
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所成的四個四面體相等，得 Q 為重心。 
另外由III我們可得由四面體任一頂點到其對應的底面的重心連線段上取3：1 

的內分點位置就是G點所在。 

 

在國中時老師曾提過下面的基礎性質，於是將之作了類比。 

 

定義 8：若一四面體之六稜等長稱為正四面體。 
 
（4）如圖 8，正三角形 ABC 中任取一點 P 到三邊作垂直線交三邊於 D、E、

F，又 h 為 ABCΔ 之高，則 hPFPEPD =++ （維維安尼定理）─(1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
類推：如圖 9，正四面體內任取一點 P 到四面作垂直線分別交四面於 E、F、

G、H，又 h 為四面體 ABCD 之高，則 hPHPGPFPE =+++  

Proof： 

hSSPHSPGSPFSPEV BCDBCDACDABDABCABCD ⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

 

)2(

SSSS
)S(

─

又

表圖形之面積其中

hPHPGPFPE
BCDABDABCACD

=+++⇒

===  

二、進階性質篇：在此篇中我們將把一些廣為人知的三角形性質推廣到四面

體上，其中一些得到了驚人的相似性，我們定義一些新的符號，原則上盡量

圖 8 
圖 9 
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符合類比的形式！ 
 
定義 9：若兩平面不平行，則由兩平面交線上任一點分別在兩平面上做垂直於

交線的兩條射線，此兩條射線之夾角稱為兩面角。又面 i 與面 j 所夾的內二面

角以<i,j>表示。  
 
（1）三角形的投影定理：a=bcosC+ccosB，b=acosC+ccosA，c=acosB+bcosA
─(3) 
猜想：我們假設四面體底面會由三側面各乘以其與底面所夾的二面角，經以

下推導證明想法無誤。     
 
類推：設四面體 0 1 2 3P PP P 的頂點 iP 所對的面的面積為 iS ，則可得 

      

0 1 2 3

1 0 2 3

2 0 1 3

3 0 1 2

cos 0,1 cos 0,2 cos 0,3 ,
cos 0,1 cos 1,2 cos 1,3 ,
cos 0,2 cos 1,2 cos 2,3 ,
cos 0,3 cos 1,3 cos 2,3 .

S S S S
S S S S
S S S S
S S S S

= < > + < > + < >
= < > + < > + < >
= < > + < > + < >
= < > + < > + < >

─(4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Proof：如圖 10，設此四面體高為 PP0 其中 P 在 321 PPPΔ 上。 

又 cos1S <0，1>＝ 32 PPPΔ ， cos2S <0，2>＝ 31PPPΔ ， cos3S <0，3>＝ 12 PPPΔ ，

且 12 PPPΔ + 32 PPPΔ + 31PPPΔ ＝ 0S 。 
得 0S = cos1S <0，1>+ cos2S <0，2>+ cos3S <0，3>，同理可得證其他式。 

 
剛開始推導餘弦定理時也想用高中的座標化方法去導，不過後來發現好像可

以利用投影定理來導出餘弦定理的形式，於是開始推導式子。 
 

圖 10 
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（2）三角形的餘弦定理： 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  
猜想：我們假設四面體餘弦定理為任一面面積可以寫成其他三面面積和其兩

面角的關係，於是我們就提出很多猜想的式子，經由檢驗後發現其中一式似

乎成立，於是便進行證明。 
類推：四面體也存在餘弦定理：

2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 2 3 3 12 cos 1,2 2 cos 2,3 2 cos 1,3S S S S S S S S S S= + + − < > − < > − < >─(5) 

其中四面體 0 1 2 3P PP P 的頂點 iP 所對的面面積為 iS  
Proof：根據投影定理可得： 

[ ]><+><+><= 3,0cos2,0cos1,0cos 3210
2
0 SSSSS  

   1 1 2 3( cos 1, 2 cos 1,3 )S S S S= − < > − < >   
 ( )><−><−+ 3,2cos2,1cos 3122 SSSS  

    3 3 1 2( cos 1,3 cos 2,3 )S S S S+ − < > − < >  

 ><−><−><−++= 3,1cos23,2cos22,1cos2 133221
2
3

2
2

2
1 SSSSSSSSS  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（3）三角形的正弦定理： 2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = = ─(6) 

猜想：正弦定理牽涉到外接球半徑，一開始我們對外接球半徑幾乎是束手無

策，加上不論是使用兩面角或是三面角的定義都無法表示出類似三角形的形

式，最後只好捨棄角度，用其他東西表示。 

類推：四面體的正弦定理： 20 31 2

0 1 2 3

2
sin sin sin sin

S SS S R
P P P P

= = = = ─(7) 

其中 R 是四面體 0 1 2 3P PP P 的外接球 O 的半徑，

圖 11 
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1
20 1 1 1

1
sin

1
1

kP

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(i、j、k=0、1、2、3，i、j≠k) 

Proof：如圖 11，令 1 2PP
uuuur

=（ 1x ， 2x ）、 1 3PP
uuuur

=（ 1y ， 2y ） 

2
321 PPPΔ =

22

11

21

21
2

2
1

yx
yx

yy
xx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

＝
2

0S  

( ) 2

313121

3121

2

212
02

PPPPPP

PPPPPPS
⋅

⋅= （記 jiij PPd =  ）（矩陣乘法） 

  以 1 2PP
uuuur

‧ 1 3PP
uuuur

= 1 2p p 31231 cos ppppp ∠ ＝ 2 2 2
12 13 23

1 ( )
2

d d d+ − 代入得 

( )2
02S =

2
13

2
23

2
13

2
12

2
23

2
13

2
12

2
12

)(
2
10

)(
2
10

111

dddd

dddd

−+

−+  

=

2
13

2
23

2
12

2
13

2
23

2
13

2
12

2
12

2
1)(

2
1

2
1

)(
2
1

2
1

2
1

111

dddd

dddd

−−

−−  

= ( )
( ) 2

13
2
23

2
12

2
13

2
23

2
13

2
12

2
12

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1

2
11

0001
1110

dddd

dddd

−−

−−−  

2
sin

2
1 2 jiOPP∠−
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=

0
2
1

2
11

2
10

2
11

2
1

2
101

1110

2
23

2
13

2
23

2
12

2
13

2
12

dd

dd

dd

−−

−−

−−

−  

  

將 
2

sin2 ji
ij

OPP
Rd

∠
= 代入即得 

( ) =2
02S

0
2

sin2
2

sin21
2

sin20
2

sin21
2

sin2
2

sin201
1110

32223122

32222122

31222122

OPP
R

OPP
R

OPP
ROPPR

OPP
ROPPR

∠
−

∠
−

∠
−

∠
−

∠
−

∠
−

−  

得 2
0 02 4 sinS R P= ，其餘類推。 

 
在高二上的課程中老師在向量單元中補充了幾何學中的兩個定理，我們覺得

應可推到空間中，於是便開始研究。 
 
（4）西瓦定理： 

ΔABC 三邊之內分點為 D、E、F，且 AD 、 BE 、CF 三線段共點於 P，則

1AE CD BF
CE DB FA

⋅ ⋅ = ─(8) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
猜想：依照三角形西瓦定理的型式，我們認為應會出現四面體面積的比例

關係。但經由推導後發現不只有面積間的比例關係，更有體積間的

比例關係。 

圖 12 
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類推：在 ABCΔ 的空間中擺進一點 G，如圖 12 

∵
EC
AE =

GCEa
GAEa

Δ
Δ

其他同理 

∴ 1=
Δ⋅Δ⋅Δ
Δ⋅Δ⋅Δ

GFAaGDBaGECa
GBFaGCDaGAEa

─(9) 

我們稱之為「面積西瓦定理」。 

∵
)(
)(

GECBV
GAEBV

ECBa
AEBa

EC
AE

=
Δ
Δ

=  

∴ 1
)()()(
)()()(
=

⋅⋅
⋅⋅

GFACVGBBAVGECBV
GBFCVGCDAVGAEBV

─(10)  

我們稱之為「體積西瓦定理」。 

（5）孟氏定理： ABCΔ 的 AB 邊中的 H 點作延長線與 BC 的延長線交於 D 點，

與 AC 交於 E 點則 1AH BD CE
HB CD EA

⋅ ⋅ = ─(11) 

猜想：導出面積西瓦定理後，依照類推西瓦定理的經驗，我們亦認為除了四

面體孟氏定理的面積比例關係應還會有體積比例關係。 
類推：在 ABCΔ 的空間中擺進一點 P，如圖 13 

∵
PBHa
PAHa

HB
AH

Δ
Δ

= ，
BD a PBD

a PCDCD
Δ

=
Δ

，
CE a PCE

a PEAEA
Δ

=
Δ

 

∴ 1=
Δ⋅Δ⋅Δ
Δ⋅Δ⋅Δ

PEAaPCDaPBHa
PCEaPBDaPAHa

─(12) 

我們稱之為「面積孟氏定理」! 
體積的情形和西瓦定理有些不同，討論如下： 

∴ 1
)()()(
)()()(
=

⋅⋅
⋅⋅

PBEAVPCDAVPBDHV
PCBEVPBDAVPADHV

或 1
)()()(
)()()(
=

⋅⋅
⋅⋅

PDEAVPCDAVPBDHV
PCDEVPBDAVPADHV  

我們稱之為「體積孟氏定理」。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
（6）三角形的內分比定理： 

圖 13 
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如圖 14，
AC
AB

CD
BD

ACDa
ABDaAADABC ==

Δ
Δ

∠Δ 的分角線，則為中， ─(13) 

猜想：應可利用如孟氏、西瓦的線段比等於面積比之方法，類推出內分比定

理。 
 
 
 
 
 
 
 

類推：如圖 15，四面體 O-DEF 中， EG 為 DEF∠ 的分角線，則

FE
DE

FG
DG

FGEa
DGEa

OFGEV
ODGEV

==
Δ
Δ

=
)(
)(

稱為四面體底邊之內分比定理。 

 
（7）直角三角形的畢氏定理： 222 bac += ─(14) 
 
類推：直角四面體的畢氏定理： 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )DAB DBC DAC ABCΔ + Δ + Δ = Δ ─

(15) 
Proof：設座標 D（0,0,0）A（0,0,a）B（b,0,0）C（0,c,0）如圖 16， 

∵ 2 2 2( ) ( ) ( )DAB DBC DACΔ + Δ + Δ = )(
4
1 222222 cabacb ++  

又 ),,( bcabacACAB =× ，且 

=Δ⇒ 2)( ABC )(
4
1 222222 cabacb ++  

∴ 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )DAB DBC DAC ABCΔ + Δ + Δ = Δ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 15 
圖 14 

圖 16 圖 17 

2
2

4
1)( ACABABC ×=Δ
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(8)如圖 17，三角形中
s

r Δ
= (其中 r 為內接圓半徑，Δ為三角形面積，s 為

2
cba ++ )─(16) 

 
猜想：根據三角形的型式，我們猜想四面體內接球半徑應可寫成體積和其

面積和的比值，於是便開始證明。 
 
類推：如圖 16，令 P 為內心，則 P 到四個平面的距離相等為 r，而 P 與

ABCD 四點中任意取三點作一個小四面體，共有四個，為 PABC、PBCD、

PACD，PABD 且 r 為此四個小四面體的高，於是我們可得： 

 ABCDPABDPACDPBCDPABC VVVVV =+++   

ABCD3
1

3
1

3
1

3
1 VABDrACDrBCDrABCr =Δ+Δ+Δ+Δ  

P
V

r ABCD=⇒ (其中 P=
3

ABDACDBCDABC Δ+Δ+Δ+Δ )─(17) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
猜想：我們在畫四面體的時候發現似乎並非所有的邊長組合都可以構成四面

體，所以我們猜想一定有構成四面體的限制與條件，我們先找了一些

資料及文獻，發現確實有人做過類似的研究，不過導出的結果都十分

的繁雜，實用性不高，於是我們開始想有沒有簡易的方法，正巧當時

我們在推廣托勒密定理，發現了一個和三角不等式很相似的式子如下： 
 
托勒密定理：如圖 17 所示，四邊形 ABCD 中 

圖 18 
圖 19 
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)( 為圓內接四邊形。等號成立於ABCD
BDACADBCCDAB ⋅≥⋅+⋅

─(18) 

(9)三角形中有三角不等式：a+b>c〈兩邊之和大於第三邊 〉─(19) 

類推：四面體中有六稜不等式： BCADCDABACBD ⋅>⋅+⋅  

Proof：如圖 20，將ΔABC 以 BC 為軸旋轉，設 A 落在平面 BCD 上得 E 點 

BCEABC Δ≅Δ⇒  
由托勒密定理平面 BECD 中 

BD CE BE CD ED BC⋅ + ⋅ ≥ ⋅  

又 MDEMED += 且 ADMDAM >+  

ADED >⇒  

BCADCDABACBD ⋅>⋅+⋅⇒ ─(20) 

這個式子對判別是否構成四面體確實很有用，代了好幾組邊都確實符合

〈檢驗方法是利用後面所提的幾個體積公式，若邊長代入算出為負值，則

其無法構成四面體〉，於是我們得到了判別構成四面體的方法！ 
 
(10)判別構成四面體的方法： 

BCADCDABACBD ⋅>⋅+⋅ 且四個面皆滿足三角不等式 

接下來兩篇獨立出來，特別探討一些有趣的推廣。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

三、體積篇：三角形最令人著迷的原因之一便是它求面積的方法五花八門，

圖 20 
圖 21 
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本篇將特別獨立出來，探討四面體的體積的求法，並探討特殊四面體的體積，

化簡出最實用的式子。 
 
一開始我們便從高中課本找出許多三角形的面積公式，開始把這些公式推廣。 
 

（1）三角形面積求法： θsin
2
1 ab ─(21) 

猜想：根據三角形的型式，我們猜想四面體體積應可寫成兩面面積和其兩面

角的乘積，結果發現單位會差一次，所以就猜測要除掉一個邊長，而

引發了下列推想。 

類推：四面體體積為 DBCABC SS
BC3
2 sin<ABC,DBC>─(22) 

Proof：如圖 21，四面體體積 V=
3
1 AMSDBC × ，而

2
1 AE × BC = ABCS ， 

又 AM = AE sin<ABC,DBC>，故 AM sin2
DBCS

BC
= <ABC,DBC> 

sin
3

2
DBCABC SS

BC
V =⇒ <ABC,DBC>。 

（2）三角形面積公式

222

111

111

12
1

cba
cba

×
其中 中三頂點分別為ABCΔ A（ 1a ，

2a ）、B（ 1b ， 2b ）、C（ 1c ， 2c ）。─(23) 

類推：四面體體積公式

3333

2222

1111

1111

123
1

dcba
dcba
dcba

××
其中四頂點為 A（ 1a ， 2a ，

3a ）、B（ 1b ， 2b ， 3b ）、C（ 1c ， 2c ， 3c ）、D（ 1d ， 2d ， 3d ）─(24) 

Proof： 設 AB =（ 1b － 1a ， 2b － 2a ， 3b － 3a ）＝（ 4a ， 5a ， 6a ）， AC =（ 1c

－ 1a ， 2c － 2a ， 3c － 3a ）＝（ 4b ， 5b ， 6b ）， AD =（ 1d － 1a ， 2d － 2a ， 3d

－ 3a ）＝（ 4c ， 5c ， 6c ），四面體體積為

666

555

444

6
1

cba
cba
cba

＝
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3333333

2222222

1111111

0001

123
1

adacaba
adacaba
adacaba

−−−
−−−
−−−

××
＝

3333

2222

1111

1111

123
1

dcba
dcba
dcba

××
（降階公式

之逆推）。 
海龍公式推廣的過程遇到的阻力最大，我門再次定義一些新的符號，簡化式

子的複雜程度。 
 

（3）三角形的三邊求積公式： 444222222 222
4
1 cbacacbbaS −−−++= (海龍公

式之展開) ─(25) 

類推：四面體也有以六稜求體積公式， 1 2 3
1

12
V q q q q= + + − ， 

其中

2 2 2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2
3

2 2 2 2

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) .

q ae b c f g a e

q bf a c e g b f

q cg a b e f c g

q abc afg beg cef

= + + + − −

= + + + − −

= + + + − −

= + + +

 

Proof： 

   

 

 

如圖 22， 

的面積= PBPA×
2
1

又  

高 h=
PBPA

PBPAPC

PBPAPC

PBPAPCPCPCHPCCH
×

×⋅
=

×

×⋅
⋅=∠=

)()(cos  

體積 V= )(
6
1 PBPAPC ×⋅ ，設 ),,( 321 xxxPA = ),,( 321 yyyPB =  

圖 22 
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),,( 321 zzzPC =

2

2

2

333

222

111

321

321

321
2

36
1

36
1

PCPBPCPAPC
PCPBPBPAPB
PCPAPBPAPA

zyx
zyx
zyx

zzz
yyy
xxx

V
⋅⋅

⋅⋅
⋅⋅

==  

將
22222222

2222222

),(
2
1),(

2
1

),(
2
1cos,

gPCbgePCPAagfPCPB

fPBcfeAPBefPBPAePA

=−+=⋅−+=⋅

=−+=∠=⋅=
代入 

得 
2222222

2222222

2222222

2

2
2

2

288
1

gagfbge
agffcfe
bgecfee

V
−+−+

−+−+
−+−+

= ─〈26〉 

此為任意四面體的六稜求積公式,展開後可將它改記為 

            qqqqV −++= 32112
1  

  其中

2222

2222222
3

2222222
2

2222222
1

)()()()(

)()(
)()(

)()(

cefbegafgabcq

gcfebacgq
fbgecabfq

eagfcbaeq

+++=

−−+++=

−−+++=

−−+++=

─(27)

 

 

導出六稜求積公式後我們一邊驗證這個公式，一邊推導特殊的四面體體積公

式，發現有一些式子有著優美的對稱性，於是在此把它作為研究的一部分。 
 
定義 10：若四頂點中有一頂點以上到另外三頂點等距稱為等腰四面體。 
 
 
 
 
 
 
 

圖 23 
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（4） 2 2 2 21 16 ( )( )( )
12

V h w w p w q w r p q r= − − − −等腰 ，其中 p、q、r 為底面邊長，

h 為腰長，
( )

2
p q rw + +

=  

Proof： 
根據四面體六稜求積公式，將 e→p,f→q,c→r,a、b、g→h，如圖 23 

得 qqqqV −++= 32112
1  

其中

2 2 2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2
3

2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

q ph h r q h h p

q qh r h h p h q

q rh h h p q r h

q h r h q h p pqr

= + + + − −

= + + + − −

= + + + − −

= + + +

  

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 21 ( )
144

V p r h p q h p h q r h p q h q h p r h q r h r h p q r⇒ = + − + + − + + − −

     2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 21 [ ( ) ]
144

h p r p q p q r p q q p r q r r p q r= + − + + − + + − −  

2 2 2 21 [ ( )( )( )( ) ]
144

h p q r q r p p q r p r q p q r= + + + − + − + − −  

2 2 2 21 ( ) ( ) ( ) ( ){16 [ ][ ][ ][ ] }
144 2 2 2 2

p q r p q r p q r p q rh p q r p q r+ + + + + + + +
= − − − −

     令
( )

2
p q rw + +

=  

2 2 2 21 16 ( )( )( )
12

V h w w p w q w r p q r⇒ = − − − −等腰 ─(28) 

定義 11：三組對稜分別相等之四面體為等面四面體。 
 

（5） 2 2 2 2 2 21 ( )( )( )
3

V u a u b u c= − − −等面 ，其中
2 2 2

2( )
2

a b c u+ +
=  

 
 
 
 
 
 
 
 

圖 24 
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Proof：根據六稜求積公式 e→a,f→b,g→c，如圖 24， qqqqV −++= 32112
1

， 

4 2 2 2
1

4 2 2 2
2

4 2 2 2
3

2

(2 2 2 ),

(2 2 2 ),

(2 2 2 ),

4( )

q a b c a

q b a c b

q c a b c

q abc

= + −

= + −

= + −

=

 

∵ qqqq −++ 321 為輪換式 
∴以 2 2 2a b c= + 代入 

1 2 3 0q q q q⇒ + + − =  

故可知 1 2 3 0q q q q+ + − = 有 2 2 2b c a+ − 此因式 

∴可設 =−++ qqqq 321
2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( )( )k a b c c b a c a b+ − + − + −  

比較係數後，可得 k=2 

∴可得原式為 ))()((2
12
1 222222222 bacabccba −+−+−+ ， 

經整理過後，將
2 2 2( )

2
a b c+ +

以 2u 代入 

可得 2 2 2 2 2 21 ( )( )( )
3

V u a u b u c= − − −等面 ─(29) 

四、外接球半徑篇：在高中課程中曾教過正四面體的外接球半徑，於是我

們試著去了解外接球半徑是否有簡易的通式，一開始困難重重，試了好多種

方法都徒勞無功，最後嘗試幾種特殊四面體的例子，比較各個式子想發現規

律，卻仍無從下手，最後利用角度連接半徑和邊長的途中，突然發現跟體積

有關係，於是便從體積下手整理出通式。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 25 



   21

(1)正四面體外接球半徑 aR
4
6

=  

Proof:如圖 25、26，由 ABE 平面切下去，令 R 為外接球半徑，r 為內接球半

徑 aAFaBF
3
6,

3
3

== ， 

R+r = a
3
6

， 222

3
1 arR =− ，(R-r)(R+r)= 2

3
1 a ， 

(R-r) 2

3
1

3
6 aa =  ， 

6
arR =−⇒ ， 

aR
2
62 =⇒  

aR
4
6

=⇒ ─(34) 

 
觀察等面四面體，發現對稜中點連線是這對稜的公垂線，且三條公垂線兩兩

互相垂直平分於外心。試證明如下： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Proof.：(1)如圖 27，將其中一組對稜中點連線得 EG 。 

∵ EBEDACDABC =⇒Δ≅Δ (中線對應相等)。 

圖 26 

圖 28 圖 27 
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∵ EG 過 BD 中點且線上一點至兩端等距⇒ EG 為 BD 之中垂線，同理 EG

為 AC 中垂線。故可得對稜中點連線是這對稜之公垂線。 

(2)取 EG 中點 O，∵ OEOG = ，
2

OD =
22

GDOG + =
22

CEOE + =
2

OC ，故

可得OB =OC =OA =OD ，再做另一組對稜中點連線 FH ，取 FH 中點O′

點，同理 BO′ = CO′ = AO′ = DO′ ，因為至四頂點等距必為外心，故 O、O′

重合，同理可得三條公垂線交於一點。 
 

(3)∵ EG 、 FH 交於一點，故 EFGH 四點共面，又 EF = FG =GH = EH ，

得四邊形 EFGH 為菱形，又菱形對角線互相垂直平分，故可知 EG 、FH

互相垂直平分於外心，同理可得三條公垂線兩兩垂直平分於外心。 
(4)綜合(1)、(2)、(3)得證。 

(2)等面四面體之外接球半徑： 222

4
2 cbaR ++=  

Proof：如圖 28，四面體 ABCD 中 O 為其外心，M、Q 分別為為 BC 、 DA 中

點令 bBC = ， aBD = ， cCD =  

DAMQ ⊥ 且OQ =
2

MQ
〈前頁已證〉 

BCDcbbcMD ∠−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= cos

2

2
22

 

22

2222
22 bcabMDMQ −+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  

848

22222222222 cbabbcaQDOQODR ++
=+

−+
=+==  

222

4
2 cbaR ++=⇒ ─(35) 

 
這個式子若把 b、c 改成 a 便可得到正四面體的外接球半徑，之間是可連通的！ 
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觀察等面四面體，發現等腰四面體頂點 A(三腰之交點)投影至底面三角形之點

為此底面三角形之外心。 
Proof： 

如圖 29，由 A 作 BCDΔ 之垂線交 BCDΔ 於 G，由 G 作CD 之垂線交其於 M。 

∵ CDAMCDGMGMAG ⊥⇒⊥⊥ 又 (三垂線定理)，得 ACDAM Δ為 的高。 

又等腰三角形中高必為中垂線，故 M 為CD 之中點⇒ GM 為 BCDΔ 之一條中

垂 
線，同理可得 G 為 BCDΔ 中其他中垂線之交點，故 G 為 BCDΔ 之外心。 
 
(3)等腰四面體之外接球半徑： 

為底面外接圓半徑為腰長、、為

三邊表底面、其中

rxcbaS

cba
cSbSaSS

abcr

rx

xR

2

,,
))()((4

2 22

2

++

Δ
−−−

=

−
=

 
Proof：如圖 30，由 A 作ΔBCD 之垂線則 O 為四面體外心，G 為底三角形外

心，令此四面體外接球半徑為 R，底面外接圓半徑為 r，三個腰為 x 

圖 29 
圖 30 
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(36)
2

2

22

2

2222222

2222

─
rx

xR

RrxRrxrR

RrxrROG

−
=⇒

+−−−=−

−−=−=

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4) 直角四面體
2

222 cbaR ++
= (其中 a、b、c 為三個互相垂直之邊) 

Proof：如圖 31，直角四面體 ABCE 為長方體內四點所構成，取長方體中心 P，

則 P 至八頂點等距，故 P 也為直角四面體 ABCE 之外心，又 P 為對角線中點。 

22

222 cbaEGPER ++
===⇒ ─(37) 

 
接下來就往外接球半徑的通式出發吧！ 
 
引理 1：在球面上令四個點為 0,1,2,3，球心到這四點向量為 3210 ,,, rrrr ，而此四

個向量有公共值為 h。在高中課程中提到一個平面向量可為另兩個向量的線性

組合，在空間中向量也存在這個特性，於是此四個向量 3210 ,,, rrrr 必也存在一個

齊次線性關係，因此可得方程式： 

03210 =+++ wrzryrxr ─(38) 

其中係數 x,y,z,w 不同時全為 0，將此方程式依次與 3210 ,,, rrrr 相乘，可得四個方

程式：

0
0

0
0

33231303

32221202

31211101

30201000

=+++
=+++
=+++
=+++

wrrzrryrrxrr
wrrzrryrrxrr

wrrzrryrrxrr
wrrzrryrrxrr

 

因四個方程式有無限多解，則方程式的係數行列式必定等於 0。因此， 

圖 31 
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0

33231303

32221202

31211101

30201000

=

rrrrrrrr
rrrrrrrr
rrrrrrrr
rrrrrrrr

 

我們用 nvh cos2 來代表每個內積 vn rr ⋅ (其中 n,v }3,2,1,0{∈ ，h 為外接球半徑)，

每元乘 2 後以 H 表 2 2h 得 

0

33cos32cos31cos30cos
23cos22cos21cos20cos
13cos12cos11cos10cos
03cos02cos01cos00cos

=

HHHH
HHHH
HHHH
HHHH

─(39) 

 
引理 2：令稜長 e、f、g、a、b、c 的平方為 E、F、G、A、B、C 來代換可得

 
由式〈26〉升階後得六稜求積公式的另一形式。 
 

1111
20

20
20

288 2

−−−−
−+−+

−+−+
−+−+

=
GAGFBEG

AGFFCEF
BGECFEE

V  

1111

288 2

−−−−
−−−

−−−
−−−

=⇒
GAFBEG

AGFCEF
BGCFEE

V  

01111
1
1
1
10000

288 2

−−−−
−−−

−−−
−−−

=⇒
GAFBEG

AGFCEF
BGCFEE

V  

4321
2

01111
10
10
10
10

288 MMMM
ABG

ACF
BCE
GFE

V +++==⇒ ─(40) 

 
右式依最後一行降階後可得四項 4321 MMMM 、、、 ，其中
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1111
0

0
0

1 ABG
ACF
BCE

M = ，

1111
0

0
0

2 ABG
ACF
GFE

M = ，

1111
0

0
0

3 ABG
BCE
GFE

M = ，

1111
0

0
0

4 ACF
BCE
GFE

M =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(5)三角形中 4△h=abc〈其中 h 為外接圓半徑，△為三角形面積，abc 為三角形

三邊。〉 
類推：四面體外接球半徑的通式為：6hV=j〈其中 h 為外接球半徑，V 為四面

體體積，j 為以四面體三組對稜乘積為三邊長的三角形的面積〉。 
Proof： 
如圖 32，令四面體的各頂點為 0,1,2,3，外接球半徑為 h，各稜 01,02,03,23,31,12
為 e,f,g,a,b,c，它們的平方為 E,F,G,A,B,C 四面體體積為 V。我們對每個餘弦給

於一個因子 H= 22h ，並根據餘弦定理來更換引理 1-式 39 中各元，例如以 H-E
替換 Hcos01，H-F 替換 Hcos02，H-A 替換 Hcos23 等等，Hcos00 和對角線的

其他個元也可用 H 代替改變所有各元的符號後，便可得 

0=

−−−−
−−−−
−−−−
−−−−

HHAHBHG
HAHHCHF
HBHCHHE
HGHFHEH

 

 

0

10000
1
1
1
1

=
−−−−
−−−−
−−−−
−−−−

⇒
HHAHBHG
HAHHCHF
HBHCHHE
HGHFHEH

 

圖 32 
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我們將末行乘以 H 加到各行，便得到， 

0

11111
0

0
0

0

=
HABG
HACF
HBCE
HGFE

 

我們用最後一行來進行降階分別為 54321 ,,,, MHMHMHMHM ，可得 

0)( 54321 =++++ MMMMMH  

根據我們引理 2-式 40，我們可得 

2
4321 288VMMMM =+++  

由上述的兩個方程式得 

5
2288 MHV −= ─(41) 

 

這裡

0
0

0
0

5

ABG
ACF
BCE
GFE

M = ，經展開得 

222
5 222 RQPPQRPQRM −−−++=− ，其中 P,Q,R 分別為 AE,BF,CG，再以

222222 ,,,,, gfecba 替代 A,B,C,E,F,G，並將各對稜的乘積 ae,bf,cg 記作 p,q,r，
則上述公式可改寫為 

444222222
5 222 rqpqprprqM −−−++=−  

如果我們將 p,q,r 作為一個三角形的各邊，那麼上述公式的右邊(根據海龍公式)
就表示這個三角形面積 j 的平方的 16 倍。再將式-41 中 22hH以 代換，可得 

222 16576 jVh =  

⇒  jhV =6 ─(42) 

這個公式可用文字來表達： 
一個四面體的體積和其外接球半徑的乘積的六倍等於以四面體三組對稜乘積

(ae,cg,bf)為三邊長的三角形的面積。 
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三角形還有許多優美的幾何公式等待推廣，不過大部分皆為高中生少見的公

式，礙於時間目前才剛起步。 

五、其他發現： 
接下來我們嘗試一下平行四邊形與平行六面體的類比。 
〈1〉平行四邊形定理： 

如圖 33，平行四邊形 ABCD 中， )(2
2222

BCABBDAC +=+ ─(43) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

類推：如圖 34，平行六面體定理 )(2 2222
ADHFABCDBCFHADGE SSSS +=+  

Proof：取一頂點 D 為座標原點。設 A(a,b,c)、H(d,e,0)、C(f,o,o)、B(a+f,b,c)、
E(d+f+a,e+b,c)、G(d+f,e,0)、F(a+d,b+e,c)則 

00

111

f
cbaDCDASABCD =×= ， 

0

111

ed
cbaDHDASADHF =×= ， 

0

111

efd
cbaDGDAS ADGE

+
=×= ， 

0

111

efd
cbaFHFBSBCFH

−
=×= ， 

圖 34 圖 33 
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)(2 2222
ADHFABCDBCFHADGE SSSS +=+⇒ ─(44) 

 

陸、研究成果與討論 

這次的研究中，我們成功發現了四面體的下列推廣： 

1. 全等性質、維維安尼定理。 
2. 投影、餘弦、正弦、畢氏定理。 
3. 西瓦、孟氏、內分比。 
4. 三角不等式、海龍公式、內接球半徑。 

也發現了許多四面體的性質、公式，如下： 

1. 特殊四面體的外接球半徑、體積。 
2. 四面體外接球半徑的通式。 
3. 四面體兩面角公式，三面角性質。 

有些則是猜想失敗，但我們也找出反例證明之(附錄) 

並且由平行四邊形定理類比到平行六面體定理，不過尚未研究完全，希

望未來能發現更多類推中隱藏之美！ 

 

柒、心得 
上高中後第一次對幾何如此深入的研究，發現數學課本並不只是一堆煩

躁的公式，所學的課程也是可以實際應用於研究上。推廣數學課本的東西作

起來實在很有成就感，從這次研究中，我們發現「推廣」是很重要的，不但

可以對基礎更加的穩固，還可以依照原理一一地找出目標，這就是我們最大

的樂趣，而公式不再是靠死背的模式存活在我的腦袋裡。平面幾何雖已發展

了好幾世紀，大部分的平面性質也都廣為人知，但在空間幾何中的一些類比

性質卻還鮮為人知，也就是說空間幾何還是一門很新的學問，我們期望我們

能夠在空間中最基本的四面體中整理出一套完整的系統，從此出發，一如平

面幾何從三角形出發一般！ 
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捌、未來展望 
一、三角形的性質太多了，我們沒有辦法全部都一一找出來，只能盡可能的利

用平常上課的一些性質和書上查得到的推導，所以我們希望未來能夠做更多性

質的推導。 
 
二、我們的研究過程中，我們所研究的完的東西有時會有一些冗長的式子，而

失去類比的性質，所以我們希望能夠再做更簡化的動作，或是找出其它的規律

再把這些規律以符號來代替，像是海龍公式的形式。 
 
三、 希望能以另一種非紙筆計算的類比方式(例: 模型輔助、程式)類比出和紙

筆計算相同之變數關係。 
 
四、 未來研究方向 

1. 四面體的相似性質。 
2. 四面體內心的定義。 
3. 三角形其他定理之類比。 
4. 朝其他多面體的方向去發展。 

 

玖、參考資料及其他 
（1）左銓如、季素月著/初等幾何研究/九章出版社。 
（2）黃家禮著/幾何明珠/九章出版社。 
（3）高中數學第三冊/南一書局。 
（4）42 屆高中科展---由三角形到三角錐/高雄女中。 
（5）<德>海因里希․德里著/100 個著名初等數學問題歷史和解答/凡異出版

社。 

 
 
 
 
 



評    語 

040406  三角形到四面體的完全類比 

1. 作者曾經花功夫來收集參考資料。 

2. 有關立體幾何的研究，作者可以考慮使用動態幾何軟體

Cabri 3D。 

3. 作者可以參考 Nathan Altshiller-Court: Modern Pure 

Solid Geometry 一書。該書包含豐富的四面體的相關定理。 
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