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1. 比較 e
π 和 πe 的大小。 
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2. 有三個半徑為 1 的圓有共同的交點 O，並且兩兩交於另外的 A,B,C 三點， 

試證 O 為三角形 ABC 的垂心。 

【參考解答】 

如圖，假設三圓圓心分別為 P,Q,R 

作直徑 OD、OE、OF 

∠OAD＝∠OAF＝90°，所以 D,A,F 共線； 

P、R 分別是 OD、OF 中點，所以 PR//DF； 

OA⊥PR，所以 OA⊥DF； 

OD＝OF＝2，所以 A 是 DF 的中點， 

同理 B、C 是 DE、EF 中點，BC//DF 

故 OA⊥BC。 

同理得到 OB⊥AC 以及 OC⊥AB， 

O 是三角形 ABC 的垂心。 

 

3. 設 M 是邊長為 a 的正 n 邊形內部一點， ndd ,,1 � 表示 M 到 n 個邊的距離。

試證：
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【參考解答】 

引理：若
2

0
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θ << ，則 θθ >tan 。 

證明：如圖，∠ABC 為直角，ABD 為扇形； 

令 AB＝1， θ=∠BAC  

三角形 ABC 面積＞扇形 ABD 面積 
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，所以 θθ >tan  

回到原題，我有兩個作法： 



【法一】 
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【法二】 

考慮 M 對邊的垂足可能在 

(1) 邊上，此時 
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(2) 邊的延長線上，此時 
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4. 考慮 RRf →: 的函數，E 是它的圖形的對稱中心所成的集合。 

(a) 若 xxxf sin)( += ，找出它的 E 集合。 

(b) 假設 E 中至少有兩個不同的點，試證 f 可以寫成一個線型函數和一個週

期函數的和。 

(c) E 是否能夠有不共線的相異三點？ 

 



【參考解答】 

(a) 

假設對稱中心為 ),( ba ，顯然 )(afb =  
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因為要對所有的 x 都成立，所以 0sin =a ， Znna ∈= ,π  

並且 ab =  
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可以將兩個對稱中心假設為 ),(),0,0( ba  
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所以 )(xP 是一個週期函數。 

(c) 

還沒有完整作法。 

 

5. 在平面 P 上有一個正三角形 ABC，O 是它的中心， ∆ 是通過 O 且垂直 P 的

一條線，D 是 ∆ 上異於 O 的一點。令 ABl =  以及 ODe = ，試以 el, 表示

ABCD 的外接球半徑。 

【參考解答】
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6. 令 X 是自然數的非空子集，滿足：對所有的 Xx ∈ ， Xx ∈4 且 Xx ∈][ 。 

試證 X＝自然數集。 

【參考解答】 

因為 X 為自然數的非空子集，所以 X 中至少一個元素，設為 x 

存在 n 使得
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進一步有 X∈4 以及 X∈2 ， 

就有 NkXk
∈∀∈ ,2 。 

對於其他非 2 的指數的自然數 a， 

考慮 0log)1(log 22 >−+ aa ， 

由阿基米得性質知道存在 m2 使得 1)log)1((log2 22 >−+× aa
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也就是存在自然數 p，使得 )1(log2log2 22 +<< apa mm  
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就有 Xa ∈ 。 
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7. 若 S 表示球心在 O 半徑為 1 的球面，A、B、C 是 S 上面三個點，考慮 

OAOCOCOBOBOACBAf ,,,),,( ++=  

試求 f 的最大值和最小值。 

【參考解答】最大值 3，最小值
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顯然 OCOBOA ++ 的最小值為 0，此時
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而 OCOBOA ++ 的最大值發生在 OCOBOA == 時，此時 3),,( =CBAf 。 

 

 

 



8. 考慮 n 個字母的排列，記集合 M 表示滿足下述性質的排列：在兩個相同字

母之間的字母都不同。例如考慮字母為{a,b,c}，那麼 abbacb 不在 M 中，而

bbacbac 在 M 中。 

(a) M 中字母的最大長度為何？ 

(b) M 中有多少個字母的長度是最大長度？ 

【參考解答】(a) 3n  (b) !2 1
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n
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(a) 首先，同樣字母不可以出現 4 次，因為這樣兩邊的字母中間就有兩個相

同的字母了。 

又，將字母重複兩次排成一列，也就是排成一個長度為 3n 的字串，例如若

是字母為{a,b,c}，排成 aaabbbccc 顯然滿足條件，所以最大長度為 3n。 

(b) 在上面顯然的排法中，只有將相鄰的不同字母交換才能符合條件， 

所以會有 !2 1
n

n
×

− 種排列方式。 


