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面積相關問題 
 

 

              

 
 

穩固的根基    圓融的思考    明確的目標 
 

 

當我真心在追尋著我的夢想時，每一天都是繽紛的， 

因為我知道每一個小時都是在實現夢想的一部分。 

 



數學分享---面積相關問題 

 

 三角形面積公式 

  小學時，我們從邊長為 1單位的正方形學得其面積為 1平方單位，進而對長

方形作切割(成數塊正方形)，因此知道長方形的面積為長×寬，再透過分割、合

併、移補等方法，就可以順利推導得到三角形、平行四邊形、菱形、梯形…等的

面積公式(求多邊形的面積常常將它分割成數個三角形求面積)。在學生時代，我

們對三角形的面積公式特別的熟悉，因為它有多樣的算法(多種的公式)，以下公

式是我們在學生時代常見的三角形面積公式: 
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 I=三角形內部上的格子點數] 
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A B 

C D 1.1 如右圖，直線 AB 與直線 CD 平行，試比較 

ABCΔ 的面積與 的面積之大小關係? ABDΔ

 

 

1.2 右圖是一個梯形 ABCD(邊 AB 與邊 CD 平行) A B

C D

 

O AC OADΔBD交於 O 點，則， 與 的面積與 

OBCΔ 的面積之大小關係?  

 

 

1.3 給一凸四邊形，求作一三角形使其面積相等。 

A

B C 

D 

 

 

 

1.4 如下圖，ABFE 和 CDGF 是兩個緊靠在一起的正方形，已知正方形 CDGF

邊長為 8 cm，求圖中陰影部份(即求 ACGΔ 的面積)? 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
1.4 例題 01.圍繞一個圓形廣場的周圍畫一個更大的圓，使圓與廣場圓圍的距離 

為 4m。問：大圓周的周長比廣場的圓周長多少米 
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 Pick 公式 

2.1 93 年指考〈〈數學乙〉〉考過如下的面積問題: 

當平面上的點 之坐標 x 與 y 都是整數時，稱點 為格子點。數學家知道：

坐標平面上三頂點皆為格子點的三角形之面積可以用公式 

)y,x( )y,x(

cbIaS ++  來表示，

其中 S 代表三角形三邊邊上個的格子點數，I 是落在三角形內部(不含邊上)的格

子點數，a,b,c 是固定的常數。求常數 a，b 與 c 的值。 

    這是有名的 Pick 公式，只要選定幾個以格子點為頂點的三角形，便能求得

公式中的常數 a，b 與 c 的值。 

 
Pick 公式 

 
1IB

2
1

−+以格子點為頂點的三角形面積可表為 的形式。 
 

其中, B=三角形周長上的格子點數; 
 

      I=三角形內部上的格子點數。 
 

_____________________________________________________________________ 

 

Toying With The Geoboard 

在我們的教學中，常帶領同學在幾何板上玩圍出邊不相交的任意多邊形，這種多

邊就是上述以格子點為頂點的多邊形(lattice polygon)，而此多邊形的面積如下:    
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PPiicckk 公公式式  

1IB
2
1

−+格點多邊形的面積可表為  的形式。 

其中, B=多邊形周長上的格子點數; 

      I=多邊形內部上的格子點數。 

通常把直角坐標系中具有整數坐標的點稱為格點，頂點為格點的多邊形 

稱為格點多邊形。 

[奧地利人 Georg Alexander Pick (1859~1943) 在 1899 年提出] 



實例體驗--- 

 

 

Case1: 

    長方形面積=  1243 =×

121)6()14(
2
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=−+     Pick 公式 =  

 

Case2: 
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Case3a: 
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預備知識: 

<1>兩邊皆與 x 軸,y 軸平行的矩形(簡單形的矩形) 

 

x

y

C

A 

D 

B

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[pf]: 

將矩形 ABCD 置於直角坐標系上，設 A(0,0),B(m,0),D(0,n) ⇒ C(m,n) 

邊上的格子點總數為 B=2[(m-1)+(n-1)]+4=2m+2n 

內部的格子點總數為 I = 1nmmn)1n)(1m( +−−=−−  

代入 Pick 公式 

mn1)1nmmn(
2

)n2m2(1I
2
BA =−+−−+

+
=−+=   

此恰為矩形 ABCD 的面積。                                       
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<2>兩邊皆與 x 軸,y 軸平行的三角形(簡單形的直角三角形) 

   三角形經平移、鏡射、旋轉後，面積皆不改變，因此兩邊皆與 x 軸,y 軸平行 

ABCΔ的三角形，我們可以下圖(將 置於直角坐標系上)的型態來探討。 
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x

y 

B (0,0) C (a,0)

A (a,b)

[pf]: 
aBC = bAC =先證  若 中，ABCΔ 其中 a、b∈N 且 gcd(a,b)=d， ,

AB上不含 A、B 兩點的格子點數目為 d-1 個。 則斜邊

x
a
by = ax0 <<    設 B(0,0),C(a,0),A(a,b)，則直線 AB 方程式為 ，且  

由 gcd(a,b)=d，可令 ，代入直線 AB 1k)gcd(t,
dkb
dta

=
⎩
⎨
⎧

=
=

其中

x
t
ky =得 ，且   ax0 <<

AB上的格子點數目，相當於求上式的整數解個數， 因為求

所以取 x=t、2t、…、(d-1)t 均可得到整數解， 

AB上不含 A、B 兩點的格子點數目共有(d-1)個。                因此

ABCΔ由上面可得  

邊上的格子點總數為 B=(d-1)+(a-1)+(b-1)+3=a+b+d 

1
2

dbaab
2

)1d()1b)(1a(
+

−−−
=

−−−−
內部的格子點總數為 I =  

代入 Pick 公式 

2
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此恰為 的面積。                                          ABCΔ  

 

 

 



<3>其他類型之三角形 

其他類型的三角形均可以適用 Pick 公式，我們可利用以下方式得到: 

1. 簡單形的矩形減掉二個簡單形的直角三角形。(見圖 a) 

2. 簡單形的矩形減掉三個簡單形的直角三角形。(見圖 b) 

3. 簡單形的矩形減掉三個簡單形的直角三角形  (見圖 c) 

再加上一個簡單形的矩形。 

 

 

 
3b

4b

5b

6b
7b

8b

9b

1i
2i

3i

4i

2b 1b  

2b

3b  

4b
5b  

6b

7b  

8b  

9b  10b  

11b  

1i

2i  

3i  4i  

5i  

丙

甲

乙

丁

丙 

甲 

乙

丁 戊 

圖 a 圖 b 圖 c 

1b

 

 

 

 

    圖b說明如下: 

    首先令 ~ 為三角形甲,乙,丙,丁各邊上不含兩端點的格子點數目; 1b 9b

           ~ 為三角形甲,乙,丙,丁內部的格子點數目，則 1i 4i

    [矩形面積]-(三角形乙的面積)-(三角形丙的面積)-(三角形丁的面積) 

1)bbbiiii(
2

6bbbbbb
9874321

654321 −+++++++
++++++

]     =[

1i
2

3bbb
1

761 −+
+++

     -( ) 

1i
2

3bbb
2

832 −+
+++

-( ) 

1i
2

3bbb
3

954 −+
+++

-( ) 

1i
2

3bbb
4

987 −+
+++

=   恰為三角形甲的面積 
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<4>Pick 公式在三角形上具有加法性質(additive character) 

   透過上面的過程，我們可以得知 

A
   Pick 公式在三角形上具有加法性 4b

1b
質。我們要利用這個性質來說明 

2i
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Pick 公式適用於所有的凸 n邊形 

。首先任意的四邊形可以分割成 

2 個三角形(如右圖)，說明仿上: 

 

四邊形 ABCD 的面積= 的面積+ABCΔ ACDΔ 的面積 

=( 1i
2

3bbb
1

521 −+
+++

)+( 1i
2

3bbb
2

543 −+
+++

) 

= 1)bii(
2

4bbbb
521

4321 −+++
++++

  恰為 Pick 公式的型態。 

所以 Pick 公式適用於所有的凸四邊形。又因任意凸 n邊形可以分割成凸 n-1 

邊形與一個三角形的組合，再利用數學歸納法，就可以很輕易地證明出 Pick 

公式適用於所有的凸 n邊形。(Pick 公式亦適用於所有的凹多邊形) 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

B

C

5b
1i

3b

2b



2.2 格點正 n邊形 

對於正整數 ，是否存在格點正 n邊形? 3n ≥

我們容易看到以任意兩個格點間的長度為邊的格點正方形總是存在的。一個有點

超出人們直覺想像的結果是: 

定理  除 外，不存在格點正 n邊形。 4n =

 

x

y

A

B 

C

P 

甲

丙 乙

丁

引理  不存在格點正三角形。 

證明  設 是格點正三角形，假設 ABCΔ

      矩形 P 是含 且邊平行於兩 ABCΔ

      坐標軸的格點矩形，此時 

      的面積甲 ABCΔ

=(矩形 P 的面積)-(乙)-(丙)-(丁) 

      之值為有理數。 [實際之值為整數或整數的二分之一，因為矩形 P 的面積 

為整數，三角形乙、丙、丁的面積皆為二分之一的整數倍(?)]  

22 nma +=若 令 的邊長為ABCΔ ， 

)nm(
4
3a

4
3 222 +=
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則 的面積為ABCΔ ，其中 m,n 是整數。 

因此 的面積是無理數，矛盾。                             ABCΔ  

 

定理證明: 假設存在格點正 n邊形， ,4n > 6n ≠  (令頂點為 , ,…, )。 1A 2A nA

          以鄰邊 , 為兩邊作平行四邊形(菱形)，令平行四邊形 1iiAA + 2i1i AA ++

          另一個頂點是 ，則 是格點。因為iB iB 6n ≠ ，故這些點 互不重合 iB

，且 , ,…, 形成另一個正 n邊形。這一個過程可以無限制地 1B 2B nB

進行下去，得到一系列的格點正 n邊形，但這不可能。 

而當 時，可用與引理相仿的方法證明不存在格點正六邊形。(?) 6n =

 

 



 割補 

3.1 下圖是長方形和平行四邊形重疊的圖形，其中長方形之長為 8,寬為 6，試求

平行四邊形的面積為何? 

 

 

3.2 兩邊長都為 2的正方形，其中一個的頂點是另一個的中心，求兩正方形重疊

部分的面積? 

 

 

 

 

3.3 以下兩個圖形由於都以半徑為 r圓形部分為周界，若要計算其面積，我們 

起初總會覺得必然涉及 的數值。試算其面積? π

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4 用割補法來證明勾股定理。 
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3.5 如圖把正方形的色紙切分成 5 片。從色紙的四邊正好 5 公分的地方，用剪刀 

剪入 45 度角，讓中央形成一個小正方形。請問這個小正方形的面積有多少 

5cm

5cm 

5cm 

呢? 

 

 

 

 

 

 

3.6 任意畫一個角形(如右圖)，從三個頂點各畫一條可以將對邊分成 2:1 的點。 

完成後，內部會形成一個小三角形，如同圖中塗黑部分。請問這個小三角形 

的面積是原來大三角形的的幾分之幾? 

 

 

 

 

 

17  

20  

13  

A

B

C 17CA =20AB = 13BC =3.7 如圖， 中,ABCΔ , , ， 

    求 的面積? ABCΔ
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 拼圖 

4.1 化矩形為方  

如何將矩形剖分為有限個多邊形，並重拼這些多邊形為一個與此矩形面積相 

等的正方形?  (長 a 寬 b) 

 

a=b b
2
a
≤  b2

2
ab << b2

2
a
≥  

 

 

 

 

4.2 化三角形為方  

如何將三角形剖分為有限個多邊形，並重拼這些多邊形為一個與此矩形面積 

相等的正方形? 
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4.3 化兩正方形為方  

如何將三角形剖分為有限個多邊形，並重拼這些多邊形為一個與此矩形面積 

相等的正方形? 

 

 

 

4.3 化凸四邊形為平行四邊形  
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有效的數學學習策略                                      文/方璞政 

在求學過程中，我們常常為了如何有效讀書而傷透腦筋，良好的讀書方法和

習慣，有助於增進學習效率，提高學習興趣，相反地，如果方法錯誤方向不對往

往會得到相反的效果。由於每個人都有不同的天賦與能力，讀書的習慣與態度也

不相同，因此，很難有一套放諸四海而皆準的讀書方法來適合每個人。在實際的

方法上，什麼是有效的學習策略，也許見仁見智，對於數學(理科)的學習，個人

提出一些淺見，以供大家參考。 

     

1. 瀏覽全部章節:先概略地將章節、標題翻閱一遍，對所有章節的內容有大概的 

瞭解。數學問題很多的觀念是環環相扣的，知道未來章節的特 

性，則現階段所學的各個觀念就越能掌握，因為你能較具體地 

知道目前的單元性質未來用於何處。 

 

2. 注重基本概念:讀數學不是死記一些性質、公式而去套用，各章節主題內容的 

學習應該注重基本概念，由基本概念自己去推導其性質、公式 

而學習體會如何引用，這樣子才不用背很多，也才能減輕學習 

的負擔。同學應該都有下述的經驗: 

階段性的學習，在考試之前，當下記的東西很多也很清楚，但 

是經過一段時間後，幾乎忘光光了，其實這就是學習的過程 

中，死背太多而不懂得去蕪存菁的結果。 

 

3. 感受推導過程:上述的「由基本概念自己去推導其性質、公式」要特別注意地 

方是:在推導的每一個步驟過程中，應該時時停留一下腳步， 

好好仔細觀察每一處符號的變化及未知數之位置改變的狀況， 

並綜觀整體的情形，如此一步步的感覺而推導到完成，其後再 

花一點時間去撫處體認，回想整個流程，這樣子你推導的性 

質、公式就會很難忘懷了，而且它們會常駐留在你的長期記 

憶區之中。 
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4. 熟悉符號定義:數學科目注重理解，但也是有一些基本要熟悉背誦的東西，那 

就是單元內容的符號概念及基本定義、定理，這就是上述的基 

本概念。 

 

5. 強化觀念了解:有了前面的準備功夫後，接下來的就是做一些基本觀念題，來 

熟悉該章節內容的基本概念，後續再做大型或綜合型的題目 

(如學測、聯考題)，來強化對基本概念的理解，另一方面，大 

考試題也會有引導學習單元內容的學習方向，讓你更明確地知 

道學習單元內容的重點所在。而在此過程中也要多多培養思考 

與反覆回想，如此才能獲得較大的功效。另外，對於數學學 

習較不能很迅速地舉一反三的學習者，建議你每種基本概念的 

題目，正向、逆向及綜合性的題目，學習過程中至少都要各演 

習過一便，這樣子久而久之，你對解題的敏感度自然就會增加 

了。 

 

    別人的讀書方法不一定適合你，同樣地，個人提出以上的淺見，也未必對你

一定會有很大的學習效用，但他山之石可以攻錯，希望這些淺見能多多少少，為

你啟開對數學的學習有新的觀念、新的方法，以便達到更好的學習成效。 
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