
(一)設拋物線 𝑥2 = 4𝑐𝑦上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 𝑃(−𝑥0  , 𝑦0 + 4𝑐)。 

 

(二)設拋物線 𝑦2 = 4𝑐𝑥上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 𝑃(𝑥0 + 4𝑐, −𝑦0)。 

 

(三)設橢圓 
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1 上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 𝑃 (
𝑐2𝑥0  

𝑎2 + 𝑏2
,

−𝑐2𝑦0

𝑎2 + 𝑏2
)。 

 

(四)設橢圓 
𝑥2

𝑏2
+

𝑦2

𝑎2
= 1 上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 𝑃 (
−𝑐2𝑥0  

𝑎2 + 𝑏2
,

𝑐2𝑦0

𝑎2 + 𝑏2
)。 

 

(五)設雙曲線 
𝑥2

𝑎2
−

𝑦2

𝑏2
= 1 上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶 ⃡    必通過 𝑃 (
𝑐2𝑥0  

𝑎2 − 𝑏2
,

−𝑐2𝑦0

𝑎2 − 𝑏2
)。 

 

(六)設雙曲線 
𝑦2

𝑎2
−

𝑥2

𝑏2
= 1 上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶 ⃡    必通過 𝑃 (
−𝑐2𝑥0  

𝑎2 − 𝑏2
,

𝑐2𝑦0

𝑎2 − 𝑏2
)。 

  



(一)設拋物線 𝑥2 = 4𝑐𝑦上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 𝑃(−𝑥0  , 𝑦0 + 4𝑐)。 

證明： 

設𝐵𝐶 ⃡    ：𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 

由{
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 … … …○1

𝑥2 = 4𝑐𝑦 … … …○2
 

○1 代入○2 可得𝑥2 = 4𝑐(𝑚𝑥 + 𝑑) 

⇒ 𝑥2 − 4𝑐𝑚𝑥 − 4𝑐𝑑 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑥1 + 𝑥2 = 4𝑐𝑚，𝑥1 𝑥2 = −4𝑐𝑑 … … …○3  

由{
𝑚𝑥 = 𝑦 − 𝑑 … … …○4

𝑚2𝑥2 = 4𝑐𝑚2𝑦 … … …○5
 

○4 代入○5 可得(𝑦 − 𝑑)2 − 4𝑐𝑚2𝑦 = 0 

⇒ 𝑦2 + (−2𝑑 − 4𝑐𝑚2)𝑦 + 𝑑2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑦1 + 𝑦2 = 2𝑑 + 4𝑐𝑚2，𝑦1 𝑦2 = 𝑑2 … … …○6  

由∠𝐵𝐴𝐶 = 90° 

⇒ 𝐴𝐵      ∙ 𝐴𝐶      = 0 

⇒ (𝑥0 − 𝑥1, 𝑦0 − 𝑦1) ∙ (𝑥0 − 𝑥2, 𝑦0 − 𝑦2) = 0 

⇒ 𝑥0 
2 − (𝑥1 + 𝑥2)𝑥0 + 𝑥1𝑥2 + 𝑦0 

2 − (𝑦1 + 𝑦2)𝑦0 + 𝑦1𝑦2 = 0 … … …○7  

○3 、○6 代入○7  

⇒ 𝑥0 
2 − 4𝑐𝑚𝑥0 − 4𝑐𝑑 + 𝑦0 

2 − 2𝑑𝑦0 − 4𝑐𝑚2𝑦0 + 𝑑2 = 0 

⇒ 4𝑐𝑦0 − 4𝑐𝑚𝑥0 − 4𝑐𝑑 + 𝑦0 
2 − 2𝑑𝑦0 + 𝑑2 − 𝑚2𝑥0 

2 = 0 

⇒ 4𝑐(𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 𝑑)+(𝑦0 − 𝑑)2 − 𝑚2𝑥0 
2 = 0 

⇒ 4𝑐(𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 𝑑) + (𝑦0 − 𝑑 − 𝑚𝑥0 )(𝑦0 − 𝑑 + 𝑚𝑥0 ) = 0 



⇒ (𝑦0 − 𝑑 − 𝑚𝑥0 )(𝑦0 − 𝑑 + 𝑚𝑥0 + 4𝑐) = 0 

∵ 𝐵𝐶 ⃡    不通過𝐴(𝑥0 , 𝑦0) ∴ 𝑦0 − 𝑑 − 𝑚𝑥0 ≠ 0 

即𝑦0 − 𝑑 + 𝑚𝑥0 + 4𝑐 = 0 

⇒ 𝑑 = 𝑦0 + 𝑚𝑥0 + 4𝑐代入○1  

⇒ 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑦0 + 𝑚𝑥0 + 4𝑐 

⇒ 𝑦 = 𝑚(𝑥 + 𝑥0 ) + 𝑦0 + 4𝑐 

則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 (−𝑥0  , 𝑦0 + 4𝑐) 

  



(二)設拋物線 𝑦2 = 4𝑐𝑥上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 𝑃(𝑥0 + 4𝑐, −𝑦0)。 

證明： 

設𝐵𝐶 ⃡    ：𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 

由{
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 … … …○1

𝑦2 = 4𝑐𝑥 … … …○2
 

○1 代入○2 可得(𝑚𝑥 + 𝑑)2 = 4𝑐𝑥 

⇒ 𝑚2𝑥2 + (2𝑑𝑚 − 4𝑐)𝑥 + 𝑑2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑥1 + 𝑥2 =
−(2𝑑𝑚 − 4𝑐)

𝑚2
，𝑥1 𝑥2 =

𝑑2

𝑚2
… … …○3  

由{
𝑚𝑥 = 𝑦 − 𝑑 … … …○4

𝑚𝑦2 = 4𝑐𝑚𝑥 … … …○5
 

○4 代入○5 可得𝑚𝑦2 − 4𝑐𝑦 + 4𝑐𝑑 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑦1 + 𝑦2 =
4𝑐

𝑚
，𝑦1 𝑦2 =

4𝑐𝑑

𝑚
… … …○6  

由∠𝐵𝐴𝐶 = 90° 

⇒ 𝐴𝐵      ∙ 𝐴𝐶      = 0 

⇒ (𝑥0 − 𝑥1, 𝑦0 − 𝑦1) ∙ (𝑥0 − 𝑥2, 𝑦0 − 𝑦2) = 0 

⇒ 𝑥0 
2 − (𝑥1 + 𝑥2)𝑥0 + 𝑥1𝑥2 + 𝑦0 

2 − (𝑦1 + 𝑦2)𝑦0 + 𝑦1𝑦2 = 0 … … …○7  

○3 、○6 代入○7  

⇒ 𝑥0 
2 +

(2𝑑𝑚 − 4𝑐)

𝑚2
𝑥0 +

𝑑2

𝑚2
+ 𝑦0 

2 −
4𝑐

𝑚
𝑦0 +

4𝑐𝑑

𝑚
= 0 

⇒ 𝑚2𝑥0 
2 + 2𝑑𝑚𝑥0 − 4𝑐𝑥0 + 𝑑2 + 𝑚2𝑦0 

2 − 4𝑐𝑚𝑦0 + 4𝑐𝑑𝑚 = 0 

⇒ (𝑚2𝑥0 
2 + 2𝑑𝑚𝑥0 + 𝑑2) − 4𝑐𝑥0 + 4𝑐𝑚2𝑥0 − 4𝑐𝑚𝑦0 + 4𝑐𝑑𝑚 = 0 

⇒ (𝑚𝑥0 + 𝑑)2 − 𝑦0 
2 + 4𝑐𝑚(𝑚𝑥0 − 𝑦0 + 𝑑) = 0 



⇒ (𝑚𝑥0 + 𝑑 + 𝑦0 )(𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 ) + 4𝑐𝑚(𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 ) = 0 

⇒ (𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 )(𝑚𝑥0 + 𝑑 + 𝑦0 + 4𝑐𝑚) = 0 

∵ 𝐵𝐶 ⃡    不通過𝐴(𝑥0 , 𝑦0) ∴ 𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 ≠ 0 

即𝑚𝑥0 + 𝑑 + 𝑦0 + 4𝑐𝑚 = 0 

⇒ 𝑑 = −𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 4𝑐𝑚代入○1  

⇒ 𝑦 = 𝑚𝑥 − 𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 4𝑐𝑚 

⇒ 𝑦 + 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0 − 4𝑐) 

則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 (𝑥0 + 4𝑐, − 𝑦0) 

 

  



(三)設橢圓 
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1 上有三點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)、𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)，∠𝐵𝐴𝐶 = 90°， 

則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 𝑃 (
𝑐2𝑥0  

𝑎2 + 𝑏2
,

−𝑐2𝑦0

𝑎2 + 𝑏2
)。 

證明： 

設𝐵𝐶 ⃡    ：𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 

由{
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 … … … … … … … …○1

𝑏2𝑥2+𝑎2𝑦2 − 𝑎2𝑏2 = 0 … … …○2
 

○1 代入○2 可得𝑏2𝑥2+𝑎2(𝑚𝑥 + 𝑑)2 − 𝑎2𝑏2 = 0 

⇒ (𝑎2𝑚2 + 𝑏2)𝑥2+2𝑎2𝑑𝑚𝑥 + 𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑥1 + 𝑥2 =
−2𝑎2𝑑𝑚

𝑎2𝑚2 + 𝑏2
，𝑥1 𝑥2 =

𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2

𝑎2𝑚2 + 𝑏2
… … …○3  

由{
𝑚𝑥 = 𝑦 − 𝑑 … … … … … … … … … … … …○4

𝑏2𝑚2𝑥2+𝑎2𝑚2𝑦2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 … … …○5
 

○4 代入○5 可得𝑏2(𝑦 − 𝑑)2 + 𝑎2𝑚2𝑦2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

⇒ (𝑎2𝑚2 + 𝑏2)𝑦2 − 2𝑏2𝑑𝑦 + 𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑦1 + 𝑦2 =
2𝑏2𝑑

𝑎2𝑚2 + 𝑏2
，𝑦1 𝑦2 =

𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2

𝑎2𝑚2 + 𝑏2
… … …○6  

由∠𝐵𝐴𝐶 = 90° 

⇒ 𝐴𝐵      ∙ 𝐴𝐶      = 0 

⇒ (𝑥0 − 𝑥1, 𝑦0 − 𝑦1) ∙ (𝑥0 − 𝑥2, 𝑦0 − 𝑦2) = 0 

⇒ 𝑥0 
2 − (𝑥1 + 𝑥2)𝑥0 + 𝑥1𝑥2 + 𝑦0 

2 − (𝑦1 + 𝑦2)𝑦0 + 𝑦1𝑦2 = 0 … … …○7  

○3 、○6 代入○7  

⇒ 𝑥0 
2 −

−2𝑎2𝑑𝑚𝑥0 

𝑎2𝑚2 + 𝑏2
+

𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2

𝑎2𝑚2 + 𝑏2
+ 𝑦0 

2 −
2𝑏2𝑑𝑦0 

𝑎2𝑚2 + 𝑏2
+

𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2

𝑎2𝑚2 + 𝑏2
= 0 

⇒ 𝑎2𝑚2𝑥0 
2 + 𝑏2𝑥0 

2 + 2𝑎2𝑑𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑚2𝑦0 
2 + 𝑏2𝑦0 

2 − 2𝑏2𝑑𝑦0 + 𝑏2𝑑2 



−𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

⇒ 𝑎2(𝑚2𝑥0 
2 + 2𝑑𝑚𝑥0 + 𝑑2)+𝑏2(𝑦0 

2 − 2𝑑𝑦0 + 𝑑2) + (𝑏2𝑥0 
2 − 𝑎2𝑏2) 

+𝑚2(𝑎2𝑦0 
2 − 𝑎2𝑏2) = 0 

⇒ 𝑎2(𝑚𝑥0 + 𝑑)2 + 𝑏2(𝑦0 − 𝑑)2 + (−𝑎2𝑦0 
2) + 𝑚2(−𝑏2𝑥0 

2) = 0 

⇒ 𝑎2((𝑚𝑥0 + 𝑑)2 − 𝑦0 
2) + 𝑏2((𝑦0 − 𝑑)2 − 𝑚2𝑥0 

2) = 0 

⇒ 𝑎2(𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 )(𝑚𝑥0 + 𝑑 + 𝑦0 ) + 𝑏2(𝑦0 − 𝑑 − 𝑚𝑥0 )(𝑦0 − 𝑑 + 𝑚𝑥0 ) = 0 

⇒ (𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 )(𝑎
2𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑑 + 𝑎2𝑦0 − 𝑏2𝑦0 + 𝑏2𝑑 − 𝑏2𝑚𝑥0 ) = 0 

∵ 𝐵𝐶 ⃡    不通過𝐴(𝑥0 , 𝑦0) ∴ 𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 ≠ 0 

即𝑎2𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑑 + 𝑎2𝑦0 − 𝑏2𝑦0 + 𝑏2𝑑 − 𝑏2𝑚𝑥0 = 0 

⇒ 𝑑 =
−𝑎2𝑚𝑥0 − 𝑎2𝑦0+𝑏2𝑦0 +𝑏2𝑚𝑥0 

𝑎2 + 𝑏2
代入○1  

⇒ 𝑦 = 𝑚𝑥 +
−𝑎2𝑚𝑥0 − 𝑎2𝑦0+𝑏2𝑦0 +𝑏2𝑚𝑥0 

𝑎2 + 𝑏2
 

⇒ 𝑦 = 𝑚 (𝑥 −
(𝑎2 − 𝑏2)𝑥0 

𝑎2 + 𝑏2
) −

(𝑎2 − 𝑏2)𝑦0 

𝑎2 + 𝑏2
 

⇒ 𝑦 = 𝑚 (𝑥 −
𝑐2𝑥0 

𝑎2 + 𝑏2
) −

𝑐2𝑦0 

𝑎2 + 𝑏2
 

則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 (
𝑐2𝑥0  

𝑎2 + 𝑏2
,

−𝑐2𝑦0

𝑎2 + 𝑏2
) 

  



(四)設橢圓 
𝑥2

𝑏2
+

𝑦2

𝑎2
= 1 上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 𝑃 (
−𝑐2𝑥0  

𝑎2 + 𝑏2
,

𝑐2𝑦0

𝑎2 + 𝑏2
)。 

證明： 

設𝐵𝐶 ⃡    ：𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 

由{
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 … … … … … … … …○1

𝑎2𝑥2+𝑏2𝑦2 − 𝑎2𝑏2 = 0 … … …○2
 

○1 代入○2 可得𝑎2𝑥2+𝑏2(𝑚𝑥 + 𝑑)2 − 𝑎2𝑏2 = 0 

⇒ (𝑏2𝑚2 + 𝑎2)𝑥2+2𝑏2𝑑𝑚𝑥 + 𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑥1 + 𝑥2 =
−2𝑏2𝑑𝑚

𝑏2𝑚2 + 𝑎2
，𝑥1 𝑥2 =

𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2

𝑏2𝑚2 + 𝑎2
… … …○3  

由{
𝑚𝑥 = 𝑦 − 𝑑 … … … … … … … … … … … …○4

𝑎2𝑚2𝑥2+𝑏2𝑚2𝑦2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 … … …○5
 

○4 代入○5 可得𝑎2(𝑦 − 𝑑)2 + 𝑏2𝑚2𝑦2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

⇒ (𝑏2𝑚2 + 𝑎2)𝑦2 − 2𝑎2𝑑𝑦 + 𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑦1 + 𝑦2 =
2𝑎2𝑑

𝑏2𝑚2 + 𝑎2
，𝑦1 𝑦2 =

𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2

𝑏2𝑚2 + 𝑎2
… … …○6  

由∠𝐵𝐴𝐶 = 90° 

⇒ 𝐴𝐵      ∙ 𝐴𝐶      = 0 

⇒ (𝑥0 − 𝑥1, 𝑦0 − 𝑦1) ∙ (𝑥0 − 𝑥2, 𝑦0 − 𝑦2) = 0 

⇒ 𝑥0 
2 − (𝑥1 + 𝑥2)𝑥0 + 𝑥1𝑥2 + 𝑦0 

2 − (𝑦1 + 𝑦2)𝑦0 + 𝑦1𝑦2 = 0 … … …○7  

○3 、○6 代入○7  

⇒ 𝑥0 
2 −

−2𝑏2𝑑𝑚𝑥0 

𝑏2𝑚2 + 𝑎2
+

𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2

𝑏2𝑚2 + 𝑎2
+ 𝑦0 

2 −
2𝑎2𝑑𝑦0 

𝑏2𝑚2 + 𝑎2
+

𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2

𝑏2𝑚2 + 𝑎2
= 0 

⇒ 𝑏2𝑚2𝑥0 
2 + 𝑎2𝑥0 

2 + 2𝑏2𝑑𝑚𝑥0 + 𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑚2𝑦0 
2 + 𝑎2𝑦0 

2 − 2𝑎2𝑑𝑦0 + 𝑎2𝑑2 



−𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

⇒ 𝑏2(𝑚2𝑥0 
2 + 2𝑑𝑚𝑥0 + 𝑑2)+𝑎2(𝑦0 

2 − 2𝑑𝑦0 + 𝑑2) + (𝑎2𝑥0 
2 − 𝑎2𝑏2) 

+𝑚2(𝑏2𝑦0 
2 − 𝑎2𝑏2) = 0 

⇒ 𝑏2(𝑚𝑥0 + 𝑑)2 + 𝑎2(𝑦0 − 𝑑)2 + (−𝑏2𝑦0 
2) + 𝑚2(−𝑎2𝑥0 

2) = 0 

⇒ 𝑏2((𝑚𝑥0 + 𝑑)2 − 𝑦0 
2) + 𝑎2((𝑦0 − 𝑑)2 − 𝑚2𝑥0 

2) = 0 

⇒ 𝑏2(𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 )(𝑚𝑥0 + 𝑑 + 𝑦0 ) + 𝑎2(𝑦0 − 𝑑 − 𝑚𝑥0 )(𝑦0 − 𝑑 + 𝑚𝑥0 ) = 0 

⇒ (𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 )(𝑏
2𝑚𝑥0 + 𝑏2𝑑 + 𝑏2𝑦0 − 𝑎2𝑦0 + 𝑎2𝑑 − 𝑎2𝑚𝑥0 ) = 0 

∵ 𝐵𝐶 ⃡    不通過𝐴(𝑥0 , 𝑦0) ∴ 𝑚𝑥0 + 𝑑 − 𝑦0 ≠ 0 

即𝑏2𝑚𝑥0 + 𝑏2𝑑 + 𝑏2𝑦0 − 𝑎2𝑦0 + 𝑎2𝑑 − 𝑎2𝑚𝑥0 = 0 

⇒ 𝑑 =
𝑎2𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑦0−𝑏2𝑦0 −𝑏2𝑚𝑥0 

𝑎2 + 𝑏2
代入○1  

⇒ 𝑦 = 𝑚𝑥 +
𝑎2𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑦0−𝑏2𝑦0 −𝑏2𝑚𝑥0 

𝑎2 + 𝑏2
 

⇒ 𝑦 = 𝑚 (𝑥 +
(𝑎2 − 𝑏2)𝑥0 

𝑎2 + 𝑏2
) +

(𝑎2 − 𝑏2)𝑦0 

𝑎2 + 𝑏2
 

⇒ 𝑦 = 𝑚 (𝑥 +
𝑐2𝑥0 

𝑎2 + 𝑏2
) +

𝑐2𝑦0 

𝑎2 + 𝑏2
 

則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 必通過 (
−𝑐2𝑥0  

𝑎2 + 𝑏2
,

𝑐2𝑦0

𝑎2 + 𝑏2
) 

  



(五)設雙曲線 
𝑥2

𝑎2
−

𝑦2

𝑏2
= 1 上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶 ⃡    必通過 𝑃 (
𝑐2𝑥0  

𝑎2 − 𝑏2
,

−𝑐2𝑦0

𝑎2 − 𝑏2
)。 

證明： 

設𝐵𝐶 ⃡    ：𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 

由{
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 … … … … … … … …○1

𝑏2𝑥2−𝑎2𝑦2 − 𝑎2𝑏2 = 0 … … …○2
 

○1 代入○2 可得𝑏2𝑥2−𝑎2(𝑚𝑥 + 𝑑)2 − 𝑎2𝑏2 = 0 

⇒ (−𝑎2𝑚2 + 𝑏2)𝑥2−2𝑎2𝑑𝑚𝑥 − 𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑥1 + 𝑥2 =
2𝑎2𝑑𝑚

−𝑎2𝑚2 + 𝑏2
，𝑥1 𝑥2 =

−𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2

−𝑎2𝑚2 + 𝑏2
… … …○3  

由{
𝑚𝑥 = 𝑦 − 𝑑 … … … … … … … … … … … …○4

𝑏2𝑚2𝑥2−𝑎2𝑚2𝑦2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 … … …○5
 

○4 代入○5 可得𝑏2(𝑦 − 𝑑)2 − 𝑎2𝑚2𝑦2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

⇒ (−𝑎2𝑚2 + 𝑏2)𝑦2 − 2𝑏2𝑑𝑦 + 𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑦1 + 𝑦2 =
2𝑏2𝑑

−𝑎2𝑚2 + 𝑏2
，𝑦1 𝑦2 =

𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2

−𝑎2𝑚2 + 𝑏2
… … …○6  

由∠𝐵𝐴𝐶 = 90° 

⇒ 𝐴𝐵      ∙ 𝐴𝐶      = 0 

⇒ (𝑥0 − 𝑥1, 𝑦0 − 𝑦1) ∙ (𝑥0 − 𝑥2, 𝑦0 − 𝑦2) = 0 

⇒ 𝑥0 
2 − (𝑥1 + 𝑥2)𝑥0 + 𝑥1𝑥2 + 𝑦0 

2 − (𝑦1 + 𝑦2)𝑦0 + 𝑦1𝑦2 = 0 … … …○7  

○3 、○6 代入○7  

⇒ 𝑥0 
2 −

2𝑎2𝑑𝑚𝑥0 

−𝑎2𝑚2 + 𝑏2
+

−𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2

−𝑎2𝑚2 + 𝑏2
+ 𝑦0 

2 −
2𝑏2𝑑𝑦0 

−𝑎2𝑚2 + 𝑏2
+

𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2

−𝑎2𝑚2 + 𝑏2
= 0 

⇒ −𝑎2𝑚2𝑥0 
2 + 𝑏2𝑥0 

2 − 2𝑎2𝑑𝑚𝑥0 + −𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2−𝑎2𝑚2𝑦0 
2 + 𝑏2𝑦0 

2 − 2𝑏2𝑑𝑦0  



+𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

⇒ −𝑎2(𝑚2𝑥0 
2 + 2𝑑𝑚𝑥0 + 𝑑2)+𝑏2(𝑦0 

2 − 2𝑑𝑦0 + 𝑑2) + (𝑏2𝑥0 
2 − 𝑎2𝑏2) 

+𝑚2(−𝑎2𝑦0 
2 − 𝑎2𝑏2) = 0 

⇒ −𝑎2(𝑚𝑥0 + 𝑑)2 + 𝑏2(𝑦0 − 𝑑)2 + 𝑎2𝑦0 
2 − 𝑚2𝑏2𝑥0 

2 = 0 

⇒ 𝑎2(𝑦0 
2 − (𝑚𝑥0 + 𝑑)2) + 𝑏2((𝑦0 − 𝑑)2 − 𝑚2𝑥0 

2) = 0 

⇒ 𝑎2(𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 𝑑)(𝑦0 + 𝑚𝑥0 + 𝑑) + 𝑏2(𝑦0 − 𝑑 − 𝑚𝑥0 )(𝑦0 − 𝑑 + 𝑚𝑥0 ) = 0 

⇒ (𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 𝑑)(𝑎2𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑑 + 𝑎2𝑦0 + 𝑏2𝑦0 − 𝑏2𝑑 + 𝑏2𝑚𝑥0 ) = 0 

∵ 𝐵𝐶 ⃡    不通過𝐴(𝑥0 , 𝑦0) ∴ 𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 𝑑 ≠ 0 

即𝑎2𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑑 + 𝑎2𝑦0 + 𝑏2𝑦0 − 𝑏2𝑑 + 𝑏2𝑚𝑥0 = 0 

⇒ 𝑑 =
−𝑎2𝑚𝑥0 − 𝑎2𝑦0 − 𝑏2𝑦0 − 𝑏2𝑚𝑥0 

𝑎2 − 𝑏2
代入○1  

⇒ 𝑦 = 𝑚𝑥 +
−𝑎2𝑚𝑥0 − 𝑎2𝑦0 − 𝑏2𝑦0 − 𝑏2𝑚𝑥0 

𝑎2 − 𝑏2
 

⇒ 𝑦 = 𝑚 (𝑥 −
(𝑎2 + 𝑏2)𝑥0 

𝑎2 − 𝑏2
) −

(𝑎2 + 𝑏2)𝑦0 

𝑎2 − 𝑏2
 

⇒ 𝑦 = 𝑚 (𝑥 −
𝑐2𝑥0 

𝑎2 − 𝑏2
) −

𝑐2𝑦0 

𝑎2 − 𝑏2
 

則𝐵𝐶 ⃡    必通過 (
𝑐2𝑥0  

𝑎2 − 𝑏2
,

−𝑐2𝑦0

𝑎2 − 𝑏2
) 

  



(六)設雙曲線 
y2

𝑎2
−

𝑥2

𝑏2
= 1 上有一定點𝐴(𝑥0 , 𝑦0)及兩動點𝐵(𝑥1 , 𝑦1)、𝐶(𝑥2 , 𝑦2)， 

若∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，則𝐵𝐶 ⃡    必通過 𝑃 (
−𝑐2𝑥0  

𝑎2 − 𝑏2
,

𝑐2𝑦0

𝑎2 − 𝑏2
)。 

證明： 

設𝐵𝐶 ⃡    ：𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 

由{
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑑 … … … … … … … …○1

𝑏2𝑦2−𝑎2𝑥2 − 𝑎2𝑏2 = 0 … … …○2
 

○1 代入○2 可得𝑏2(𝑚𝑥 + 𝑑)2−𝑎2𝑥2 − 𝑎2𝑏2 = 0 

⇒ (𝑏2𝑚2 − 𝑎2)𝑥2+2𝑏2𝑑𝑚𝑥 + 𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑥1 + 𝑥2 =
−2𝑏2𝑑𝑚

𝑏2𝑚2 − 𝑎2
，𝑥1 𝑥2 =

𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2

𝑏2𝑚2 − 𝑎2
… … …○3  

由{
𝑚𝑥 = 𝑦 − 𝑑 … … … … … … … … … … … …○4

𝑏2𝑚2𝑦2−𝑎2𝑚2𝑥2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 … … …○5
 

○4 代入○5 可得𝑏2𝑚2𝑦2 − 𝑎2(𝑦 − 𝑑)2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

⇒ (𝑏2𝑚2 − 𝑎2)𝑦2 + 2𝑎2𝑑𝑦 − 𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

由根與係數 

⇒ 𝑦1 + 𝑦2 =
−2𝑎2𝑑

𝑏2𝑚2 − 𝑎2
，𝑦1 𝑦2 =

−𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2

𝑏2𝑚2 − 𝑎2
… … …○6  

由∠𝐵𝐴𝐶 = 90° 

⇒ 𝐴𝐵      ∙ 𝐴𝐶      = 0 

⇒ (𝑥0 − 𝑥1, 𝑦0 − 𝑦1) ∙ (𝑥0 − 𝑥2, 𝑦0 − 𝑦2) = 0 

⇒ 𝑥0 
2 − (𝑥1 + 𝑥2)𝑥0 + 𝑥1𝑥2 + 𝑦0 

2 − (𝑦1 + 𝑦2)𝑦0 + 𝑦1𝑦2 = 0 … … …○7  

○3 、○6 代入○7  

⇒ 𝑥0 
2 −

−2𝑏2𝑑𝑚𝑥0 

𝑏2𝑚2 − 𝑎2
+

𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2

𝑏2𝑚2 − 𝑎2
+ 𝑦0 

2 −
−2𝑎2𝑑𝑦0 

𝑏2𝑚2 − 𝑎2
+

−𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2

𝑏2𝑚2 − 𝑎2
= 0 

⇒ 𝑏2𝑚2𝑥0 
2 − 𝑎2𝑥0 

2 + 2𝑏2𝑑𝑚𝑥0 + 𝑏2𝑑2 − 𝑎2𝑏2+𝑏2𝑚2𝑦0 
2 − 𝑎2𝑦0 

2 + 2𝑎2𝑑𝑦0  



−𝑎2𝑑2 − 𝑎2𝑏2𝑚2 = 0 

⇒ 𝑏2(𝑚2𝑥0 
2 + 2𝑑𝑚𝑥0 + 𝑑2)−𝑎2(𝑦0 

2 − 2𝑑𝑦0 + 𝑑2) + (−𝑎2𝑥0 
2 − 𝑎2𝑏2) 

+𝑚2(𝑏2𝑦0 
2 − 𝑎2𝑏2) = 0 

⇒ 𝑏2(𝑚𝑥0 + 𝑑)2 − 𝑎2(𝑦0 − 𝑑)2 − 𝑏2𝑦0 
2 + 𝑚2𝑎2𝑥0 

2 = 0 

⇒ −𝑏2(𝑦0 
2 − (𝑚𝑥0 + 𝑑)2) − 𝑎2((𝑦0 − 𝑑)2 − 𝑚2𝑥0 

2) = 0 

⇒ 𝑏2(𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 𝑑)(𝑦0 + 𝑚𝑥0 + 𝑑) + 𝑎2(𝑦0 − 𝑑 − 𝑚𝑥0 )(𝑦0 − 𝑑 + 𝑚𝑥0 ) = 0 

⇒ (𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 𝑑)(𝑏2𝑚𝑥0 + 𝑏2𝑑 + 𝑏2𝑦0 + 𝑎2𝑦0 − 𝑎𝑑 + 𝑎2𝑚𝑥0 ) = 0 

∵ 𝐵𝐶 ⃡    不通過𝐴(𝑥0 , 𝑦0) ∴ 𝑦0 − 𝑚𝑥0 − 𝑑 ≠ 0 

即𝑏2𝑚𝑥0 + 𝑏2𝑑 + 𝑏2𝑦0 + 𝑎2𝑦0 − 𝑎2𝑑 + 𝑎2𝑚𝑥0 = 0 

⇒ 𝑑 =
𝑎2𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑦0 + 𝑏2𝑦0 + 𝑏2𝑚𝑥0 

𝑎2 − 𝑏2
代入○1  

⇒ 𝑦 = 𝑚𝑥 +
𝑎2𝑚𝑥0 + 𝑎2𝑦0 + 𝑏2𝑦0 + 𝑏2𝑚𝑥0 

𝑎2 − 𝑏2
 

⇒ 𝑦 = 𝑚 (𝑥 +
(𝑎2 + 𝑏2)𝑥0 

𝑎2 − 𝑏2
) +

(𝑎2 + 𝑏2)𝑦0 

𝑎2 − 𝑏2
 

⇒ 𝑦 = 𝑚 (𝑥 +
𝑐2𝑥0 

𝑎2 − 𝑏2
) +

𝑐2𝑦0 

𝑎2 − 𝑏2
 

則𝐵𝐶 ⃡    必通過 (
−𝑐2𝑥0  

𝑎2 − 𝑏2
,

𝑐2𝑦0

𝑎2 − 𝑏2
) 

 


