
103 學年度國立嘉義女中數學科甄選老師試題及詳解 	
  

 

一、填充題 60％( 毎題 10 分)： 

1.阿文為了實驗，用鐵條焊接了一個三隻腳都互相垂直的三腳架，若將此腳架放

在水平地面上，使每一隻腳的底端都在地面上，如圖所示。已知三隻腳的長

分別為 30 公分，40 公分，30 公分，則頂端 O 點到地面的距離為	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   公分。	
  

	
   	
  

【解答】
41
41120  

【詳解】	
  

	
   	
  

∵ 三隻腳兩兩互相垂直 ∴ 令OA，OB，OC分別為 x 軸，y 軸，z 軸之

正向	
  

則平面 EABC：
40
x +

30
y +

30
z =	
  1 ⇒ EABC：3x	
  +	
  4y	
  +	
  4z	
  −	
  120	
  =	
  0	
  

所求	
   =	
  d(O；EABC)	
  =
16169

|120000|
++
−++ =

41
41120 	
  

	
  
	
  
2.求 sin21°	
  +	
  sin22°	
  +	
  sin23°	
  +	
  sin24°	
  +	
   …	
   +	
  sin2269°+	
  sin2270°	
   之值	
   =	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   。	
  

【解答】
2
271 	
  

【詳解】	
  
∵ sin2269°	
  =	
  sin2(270°	
  −	
  1°)	
  =	
  cos21°，…，sin2136°	
  =	
  sin2(270°	
  −	
  134°)	
  =	
  
cos2134°	
  
故原式=	
  (sin21°	
  +	
  sin2269°)	
  +	
  (sin22°	
  +	
  sin2268°)	
  +	
   …	
   +	
  (sin2134°	
  +	
  sin2136°)	
  +	
  

sin2135°+	
  sin2270°=	
  (1	
  +	
  1	
  +	
   …	
   +	
  1	
  +	
  1)	
  +
2
1
	
  
+	
  1=	
  134＋

2
3 =

2
271 	
  

3.	
   送分	
  



4.設 abc	
  ≠	
  0，	
  
abbaba
caacac
bccbcb

22

22

22

+
+
+

的值為	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   。	
  

【解答】見詳解	
  
【證明】	
  

abc	
  ≠	
  0	
  
	
  

abcbcabac
abcabcacb
abccabcba

abc
abbaba
caacac
bccbcb

22

22

22

22

22

22

)(
)(
)(

1

+
+
+

=
+
+
+

=	
  abc
1
1
1

abcabcab
cacabcab
bccabcab

++
++
++

=	
  

(abc)(ab	
  +	
  bc	
  +	
  ca)
11
11
11

ab
ca
bc

=	
  0	
  

5.由 1，2，3，4，5，6，7，8，9 等九個數字取出相異三個數字，可排成 6 個三

位數，若此 6 個三位數的總和介於 3500 與 3700 之間，則取出三個數的方法

有幾種？	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   。	
  
【解答】8	
  
【詳解】	
  

設取出之三相異數為 a，b，c（a	
  <	
  b	
  <	
  c）	
  
則排出之 6 個三位數為 abc，acb，bca，bac，cab，cba	
   	
  
總和	
   =	
  (2a	
  +	
  2b	
  +	
  2c)	
  ×	
  100	
  +	
  (2a	
  +	
  2b	
  +	
  2c)	
  ×	
  10	
  +	
  (2a	
  +2b	
  +	
  2c)	
  =	
  222(a	
  +	
  b	
  +	
  c)	
  
依條件 3500	
  <	
  222(a	
  +	
  b	
  +	
  c)	
  <	
  3700，得 a	
  +	
  b	
  +	
  c	
  =	
  16	
  
故有(1，6，9)，(1，7，8)，(2，5，9)，(2，6，8)，(3，4，9)，(3，5，8)，(3，

6，7)，(4，5，7)	
  
共 8 種取法	
  

6.設 A 點在圓 x2	
  +	
  y2	
  =	
  4 上移動，B 點在圓 x2	
  +	
  y2	
  =	
  16 上移動，則所有 AB中點所

成圖形的面積	
   =	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   。	
  
【解答】8π	
  
【詳解】	
  

設 A(2cosα，2sinα)，B(4cosβ，4sinβ)， AB中點 P(x，y)	
  

則 x	
  =
2
1 (2cosα	
  +	
  4cosβ)	
  =	
  cosα	
  +	
  2cosβ，y	
  =

2
1 (2sinα	
  +	
  4sinβ)	
  =	
  sinα	
  +	
  2sinβ	
  

⇒ x2	
  +	
  y2	
  =	
  (cosα	
  +	
  2cosβ)2	
  +	
  (sinα	
  +	
  2sinβ)2	
  =	
  5	
  +	
  4cos(α	
  −	
  β)	
  
∵ −	
  1	
  ≤	
  cos(α	
  −	
  β)	
  ≤	
  1 ∴ 1	
  ≤	
  x2	
  +	
  y2	
  ≤	
  9，圖形面積	
   =	
  9π	
  −	
  π	
  =	
  8π	
  

二、計算題 40％(毎題 10 分)： 	
  



1.設 P 為橢圓 5x2	
  +	
  8xy	
  +	
  5y2－18x	
  −	
  18y	
  +	
  9	
  =	
  0 上一點，Q 點為(1，1)，求 PQ長

的最大值與最小值。	
  
【解答】最大值 3，最小值 1	
  
【詳解】	
  
Γ：5x2	
  +	
  8xy	
  +	
  5y2	
  −	
  18x	
  −	
  18y	
  +	
  9	
  =	
  0，δ	
  =	
  82	
  −	
  4	
  ×	
  5	
  ×	
  5	
  =	
  −	
  36	
  <	
  0	
  

(1)先作平移(h，k)使
⎩
⎨
⎧

=−+
=−+
018108
018810

kh
kh

 ⇒ 
⎩
⎨
⎧

=
=
1
1

k
h

	
  

∴ (1，1)為橢圓Γ	
   的中心，即 Q(1，1)為Γ	
   的中心	
  
(2)作(1，1)平移，得新方程式為 5x′2	
  +	
  8x′y′	
  +	
  5y′2	
  −	
  9	
  =	
  0	
  

再作銳角θ	
   旋轉使 cot2θ	
  =
8
55 − =	
  0 ⇒ θ	
  =

4
π 	
  

令旋轉後的新方程式為 A′x″2	
  +	
  C	
  ′y″2	
  −	
  9	
  =	
  0	
  

則
⎩
⎨
⎧

=−+=′−′
=+=′+′

8)55(8
1055

22CA
CA

 ⇒ 
⎩
⎨
⎧

=′
=′
1
9

C
A

	
  

得新方程式 9x″2	
  +	
  y″2	
  =	
  9，得標準式
1

2x ′′ +
9

2y ′′ =1	
  

(3)∵ Q 為中心，P	
  ∈	
  Γ	
  

∴ PQ之最大值為長軸半長 =	
  3，PQ之最小值為短軸半長 =1	
  

	
  
2.試求(1	
  +	
  x)	
  +	
  3(1	
  +	
  x)2	
  +	
  5(1	
  +	
  x)3	
  +	
   …	
   +	
  29(1	
  +	
  x)15 展開式中，x4 項的係數。	
  
【解答】110656	
  
【詳解】	
  

令 S	
  =	
  (1	
  +	
  x)	
  +	
  3(1	
  +	
  x)2	
  +	
  5(1	
  +	
  x)3	
  +	
   …	
   +	
  29(1	
  +	
  x)15	
  
⇒  (1	
  +	
  x)S	
  =	
  (1	
  +	
  x)2	
  +	
  3(1	
  +	
  x)3	
  +	
  5(1	
  +	
  x)4	
  +	
   …	
   +	
  27(1	
  +	
  x)15	
  +	
  29(1	
  +	
  x)16	
  

兩式相減得−	
  xS	
  =	
  (1	
  +	
  x)	
  +	
  2(1	
  +	
  x)2	
  +	
  2(1	
  +	
  x)3	
  +	
   …	
   +	
  2(1	
  +	
  x)15	
  −	
  29(1	
  +	
  x)16	
  

=	
  (1	
  +	
  x)	
  +
1)1(

]1)1[()1(2 142

−+
−++

x
xx −	
  29(1	
  +	
  x)16	
  

⇒  S	
  =	
  −
x
x+1 + 2

162 )1(2)1(2
x

xx +−+ +
x
x 16)1(29 + 	
  

∴ S 中 x3 項的係數	
   =	
  −	
  2C 166 +	
  29C
16
5 =	
  (	
  −	
  2)．8008	
  +	
  29．4368	
  =	
  110656	
  

	
  
3.三直線 x	
  −	
  y	
  −	
  9	
  =	
  0，x	
  +	
  2y	
  =	
  0，3x	
  −	
  y	
  −	
  7	
  =	
  0 圍成一個三角形，求此三角形之

外接圓方程式。	
  
【解答】x2	
  +	
  y2	
  −	
  4x	
  +	
  12y	
  +	
  15	
  =	
  0	
  



【詳解】	
  
x	
  −	
  y	
  −	
  9	
  =	
  0……!；x	
  +	
  2y	
  =	
  0……"；3x	
  −	
  y	
  −	
  7	
  =	
  0……#	
  
解!"得(6，−	
  3)，解!#得(−	
  1，−	
  10)，解"#得(2，−	
  1)	
  
設此三角形的外接圓為 x2	
  +	
  y2	
  +	
  dx	
  +	
  ey	
  +	
  f	
  =	
  0，因過(6，−	
  3)，(−	
  1，−	
  10)，(2，

−	
  1)	
  

∴ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++−
=++−−

=++−

052
010110

04536

fed
fed
fed

，解之得 d	
  =	
  −	
  4，e	
  =	
  12，f	
  =	
  15	
  

	
  

4.設 0	
  ≤	
  x	
  ≤	
  2π，解不等式

253cos4
53cos2
111

2 x
x ≥	
  0。	
  

【解答】
6
11

6
ππ ≤≤ x 	
  

【詳解】	
  

253cos4
53cos2
111

2 x
x

× (− 1)

=
2525325cos4
5535cos2
100

2 −−
−−

x
x 	
  

=
22)5cos2)(5cos2(
535cos2

−+−
−−

xx
x =	
  (2cosx	
  −	
  5)

225cos2
531

−+
−

x
	
  

=	
  (2cosx	
  −	
  5)[	
  −	
  22	
  −	
  ( 3−	
  5)(2cosx	
  +	
  5)]	
  =	
  (2cosx	
  −	
  5)[2(5	
  − 3 )cosx	
  +	
  3	
  −	
  5 3 ]	
  
≥	
  0	
  

∵ 0	
  ≤	
  x	
  ≤	
  2π，−	
  1	
  ≤	
  cosx	
  ≤	
  1 ∴ 2cosx	
  −	
  5	
  <	
  0 ∴ 2(5	
  − 3 )cosx	
  +	
  3	
  −	
  

5 3≤	
  0	
  



⇒ cosx	
  ≤
2
3

)35(2
335 =

−
−

 ⇒ 由下圖知：
6
11

6
ππ ≤≤ x 	
  

	
  
	
  


