披薩與西瓜
游森棚
　　有一個智力測驗題一直讓我印象深刻：「一個披薩切6刀，最多可以切成多少片？」前提是不考慮披薩的厚度，切的過程中披薩不可移動，不可疊起來或對折，且切完的每片不一定要同樣大小。換句話說，就是「6條直線最多可以把平面分成幾部分」。這對小學生來說可不容易，小時候我試了很久都試不出來。讀者如果沒玩過可以試試看，答案是22片。
　　到了高中，這已經變成數學歸納法這個章節的典型問題，我們可以證明：平面上的n條直線最多可把平面分成
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　　若把問題從平面換成立體，將披薩換成西瓜：一個西瓜切6刀，最多可以切成多少塊？（6個平面至多可把空間分成幾部分？）這可難多了，切披薩可以畫在紙上觀察，切西瓜根本難以想像。
　　另一方面，讀者一定認識那種吃披薩只吃中間的餡，圓周的麵皮都留下不吃的人。因此還有加強版的問題：一個披薩切6刀，最多可以切成多少片？其中有幾片不含披薩邊？一個西瓜切6刀，最多可以切成多少塊？其中有幾塊不含西瓜皮？

　　這些問題到了更高維度空間後的解答，就是「超平面配置」（hyperplane arrangement）這門學問的第一個大定理。今年暑假，我經由數學學會的推薦，到日本參與一個由日本數學學會主辦，長達半個月的學術研討會，主題就是超平面配置。這個專業領域的最初起點，就在討論「直線把平面分成幾個部分」、「平面把空間分成幾個區域」等問題，也就是說，披薩分成幾片，或是西瓜分成幾塊！

　　什麼？切西瓜可以變成一門學問？讀者應該很驚訝。但實際上這個領域已經成為連結非常廣的深刻領域，這次研討會討論了超平面配置與拓樸學、組合學、統計學、代數學、幾何學之間的連繫，真是目不暇給，我個人的收穫非常多。

　　我們暫且不要管深刻的發展，回到切披薩和切西瓜。我試著用淺顯的語言將如何計算區域數的理論介紹給讀者，因為這結果實在太神奇了。以下用切披薩來當例子。

　　第一步，畫出「赫塞圖」（Hasse diagram）。假設用圖一的切法，以5條直線p,q,r,s,t來分割一平面，這5條直線彼此相交的方式，可以用圖二的赫塞圖來表示。

　　最底層的那一點代表整個平面。往上一層的5個點p,q,r,s,t表示5條直線，都和代表平面那一點相連，表示這5條直線都落在平面上。再往上一層有6個點A, B, C, D, E, F，其中A連到p, r，表示A點是直線p與直線r的交點；同理，B連到p, s，以此類推。這樣畫出來的赫塞圖顯示這些線相交的所有結構。

　　第二步，我們要在赫塞圖上的每一點標上一個數字。標法是這樣的，首先，最底層的那一點標上1。然後，一層一層往上標。怎麼標呢？假設現在要標X點，則此數字
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由X往下連得到的所有數字的標號和
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　　依此規則，一層一層往上標號，則
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，因為此標號加上由p點往下走得到的點(即最底層點)的標號要等於0。同理，q,r,s,t也都要標上
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　　那
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是多少呢？由標號法可知，
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。因為已經知道
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，所以可以得到
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，因為由D往下走得到的點有四個，由標號法要有
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，因此
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　　第三步，寫出一個多項式。現在把每一層的標號相加，得到一堆數字。由最上一層開始，將這些數字分別當作常數項、一次項係數、二次項係數……，就可以得到一個多項式
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。在我們的例子中，讀者可參考圖二的標號和計算。從最上層開始，各層標號的和為
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　　現在，神奇的事情出現了。

　　在
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中令
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，然後取絕對值。得到的結果，就是平面一共被分成幾塊。

　　在
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，然後取絕對值。得到的結果，就是內部有幾塊。

　　上例中，
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，就是說，平面一共被分成13塊，其中內部有3塊。讀者可以數一數。

　　太神奇了，不是嗎？上面是用直線分割平面來當例子。同樣的，用平面分割空間，也是同樣的結果－－先按照相交的方式得到赫塞圖，然後算出
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　　再推演下去，若用許多
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維的超平面來分割
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維空間，也有同樣的結果－－先按照相交的方式得到赫塞圖，然後算出
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有界的區域數。這就是超平面配置這個領域的第一個大定理，是由數學家札斯拉伏斯基(Zaslavsky)在1975年證明的。讀者一定要細細品味這個美麗的結果。

　　現在應該可以解決底下的問題了：西瓜切6刀，其中第一刀和第二刀平行，第三刀和第四刀平行，除此之外都沒有平行關係。請問西瓜最多被切成幾塊？有幾塊不含西瓜皮？

　　不管如何，下次吃西瓜或披薩時，要克制一下亂切一通的衝動。
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